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CONTENIDO 


Prologo 


El objetivo del presente libro, es el de facilitar al estudiante de las carreras de ingeniería, la 
asimilación clara de los conceptos matemáticos tratados, pues es el fruto de un cuidadoso 
análisis de los ejemplos resueltos y de los ejercicios propuestos con sus debidas respuestas, 
basado en mi experiencia como docente de la Universidad Nacional sede Manizales. 

Desde luego que los escritos que se presentan no son originales, ni pretenden serlo, toda 
vez que es una recopilación organizada y analizada de diferntes textos y de mi experiencia 
personal. 

Este texto constituye un material de consulta obligada de los estudiantes, el cual les 
genera un diálogo directo con el profesor. 


Bernardo Acevedo Frías 
profesor asociado 


vil 


viii PRÓLOGO 


Capítulo 1 


Superficies 


1.1 Introducción 


En este primer capítulo se presenta el concepto de superficie y se hace un estudio detallado 
de las superficies cuádricas y al final se presenta una sección de ejercicios para que sean 
resueltos por los estudiantes y así puedan clarificar mejor sus conceptos. 


1.2 Definición de Superficie 


El conjunto solución de la ecuación f(x,y,z) = 0, es el conjunto de todos los puntos 
(x,y,z) € R3, que satisfacen la ecuación y la representación geométrica del conjunto 
solución se llama el gráfico de la ecuación y al gráfico de una ecuación de la forma 
f(x,y,z) =0 se llama superficie. 


Ejemplo 1.1 El gráfico de la ecuación z— 1 = 0, se observa en la figura siguiente, es la 
superficie del plano y se representa por la ecuación z = 1 


z=l 
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Ejemplo 1.2 El gráfico de la ecuación x? + y? — z? = 1 es la superficie que se observa 
en la figura 


Ejemplo 1.3 El gráfico de la ecuación z = y/1? + y? es la superficie que se observa en 
la figura 


Ejemplo 1.4 EL gráfico de la ecuación z — |y| =0 es la superficie que se observa en 
la figura 


X 


Ejemplo 1.5 EL gráfico de la ecuación z — x? — y? = 0, es la superficie del paraboloide 
y se representa por la ecuación z = z? + y? 
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< 


Ejemplo 1.6 EL gráfico de la ecuación z — siny = 0, es la superficie que se observa 
en la figura 


Ejemplo 1.7 El gráfico de la ecuación x? +y? +2? — 1 = 0, es la superficie de una esfera 
y se observa en la figura siguiente, y se representa por 1a2+y?+2=1 


Ejemplo 1.8 EL gráfico de la ecuación z — x? = 0, es la superficie que se observa en la 
figura 
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y 


X 


Ejemplo 1.9 EL gráfico de la ecuación z? + y? —1 = 0, es la superficie del cilindro y se 
observa en la figura 


Un método útil de graficar una superfice es por medio de las Curvas de nivel que 
exponemos a continuación. 


1.3 Curvas de Nivel 


1.3.1 Definición 


La curva de intersección de una superfice con el plano z = k (constante) o con z = k 
(constante) o con y = k (constante), se llama Curva de nivel. 

Para hallar las ecuaciones que representan las curvas de nivel de una superficie repre- 
sentada por f(z,y,z) = 0 con z = k, se reemplaza z por k en la ecuación f(x,y,z)=0, 
para obtener f(z,y,k) = 0 y si graficamos las curvas que representan estas ecuaciones 
en el plano z = k, obtenemos las curvas de nivel con z = k, y si las graficamos en el plano 
xy obtenemos lo que se llama un Mapa de Contorno. 

En forma análoga se obtienen las curvas de nivel con el plano =Xk o y=k. 


Ejemplo 1.10 Hallar las curvas de nivel de z = xz? +y? con z= k. 


Las ecuaciones que representan las curvas de nivel de z = z? +y? con z = k son 
k = xz? + y?; para k > 0; cuyos gráficos son circunferencias con centro (0,0) y radio VE, 
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por ejemplo si k = 0; entonces z? + y? = 0, que tiene por solución (0,0) y así la curva 
de nivel es el punto (0,0, 0). 

si k = 1; entonces 1? + y? = 1, cuyo gráfico en el plano xy es una circunferencia con 
centro (0,0) y radio 1, y la curva de nivel es el gráfico de esta circunferencia en el plano 
z=1 

si k = 2; entonces x? + y? = 2, cuyo gráfico en el plano xy es una circunferencia con 
centro (0,0) y radio v2, y la curva de nivel es el gráfico de la circunferencia en el plano 
2=2 

El mapa de contorno para z = k, consiste en graficar x? +y? = k para k > 0 en el 
plano xy 


< 


Las ecuaciones que representan las curvas de nivel de z = £z? +y? con y = k son 
z = x£? + k?, cuyos gráficos son parábolas para todo k € R. 

En forma análoga, las ecuaciones que representan las curvas de nivel de z = a? + y? 
con z = k,son z = k? + y?, cuyos gráficos son parábolas para todo k € R. 


Ejemplo 1.11 Si 22+y?*+ 2? = 4, las ecuaciones que representan las curvas de nivel 
conz =k vienen dadas por x? + y? = 4— k? para —2 < k < 2 pues 4— k? >0, sí 
solo si 4 > k? si solo si 2> YVk? si solo si 2 > |k| sí solo si —2 < k < 2, cuyos gráficos 
son circunferencias en sus respectivos planos, por ejemplo 


sik=0; 22+4y?= 4; la curva de nivel es una circuenferencia y se grafica en z = 0 

si k = +1; 2?2+y? = 3; la curva de nivel es una circuenferencia y se grafica en z = +1 

si k = +2; xz? +y? =0; cuyo gráfico es (0,0) y las curvas de nivel los puntos (0, 0, 2) 
; (0, 0, —2) 
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1.4 Superficie Cuádrica 
1.4.1 Definición 
Superficie Cuádrica, es el gráfico de una ecuación de la forma 
Ar? + By? +02 + Dry + Exz + Fyz + Le + My +Q02+P=0 
donde A,B,C,D,E,F,L,M,Q,P son constantes. 


De la anterior ecuación se puede deducir las ecuaciones siguientes: 


1.4.2 Plano 


Es el gráfico de la ecuación Ax + By + Cz— D = 0. Su gráfico si existe, está representado 
por un plano y la ecuación se conoce como la ecuación del plano. 


Ejemplo 1.12 El gráfico de las ecuaciones 2=1; 2=0; r=1; zx =0; son planos y 
se pueden observar en la figura siguiente 


X 


Al plano z = 0; se llama el plano xy, al plano y = 0; se llama el plano zz, al plano 
x = 0, se llama el plano yz 


Ejemplo 1.13 El gráfico de las ecuaciones x +y = 4; x+z = 4; y+z = 4; son 
planos. Sus gráficos se observan en la figura: 
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Para graficar la ecuación x + y = 4; observemos que las curvas de nivel con z = k; es 
siempre la misma ecuación z +y = 4 (una recta) en z = k, luego para obtener el gráfico, 
graficamos z + y = 4, en cada plano z = k 

Para graficar x + z = 4; se hace y = k para obtener x + z = 4 y se grafica siempre la 
misma ecuación z +z = 4 en cada plano y = k, en forma análoga para graficar y + z = 4; 
se hace x= k. 


Ejemplo 1.14 Para graficar x+y+ z = 4; se puede hacer con cualquier curva de nivel 
kk. ryk 


Si z= k entonces las curvas de nivel son +y=4-—k; keR pues 

para k = 0; x +y = 4; su gráfico es una recta en el plano z = 0 

para k = 1; x +y = 3; su gráfico es una recta en el plano z = 1 

para k=2; x+y = 2; su gráfico es una recta en el plano z = 2 

para k=4; 2+y=0; su gráfico es una recta en el plano z = 4 y el gráfico con sus 
curvas de nivel se pueden observar en la figura 


ó también para graficar la ecuación æ+ y+ z = 4, encontramos 3 puntos y hacemos 
pasar el plano por esos puntos, por ejemplo: 

Si z = y = 0; entonces z = 4 

Si r = z = 0; entonces y = 4 

Si y = z = 0; entonces xz = 4, y asi graficamos los puntos (4,0,0), (0,4,0) y (0,0,4), 
y hacemos pasar el plano por allí. 


1.4.3 Cilindro circular o elíptico 


Es el gráfico de la ecuación 
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donde a,b,c son números reales positivos. Si a = b, en la primera ecuación, el gráfico de 


2 a 
> + z= = Í se llama cilindro circular, y si a Æ b, el gráfico se llama cilindro elíptico. 
r? y? 
Para hacer el gráfico de — + l, se torma z = k y sus curvas de nivel son las 
a 


2 2 
z 
gráficas de = Sg = = Í en z = k, que son elipses para todo k, luego para hacer su 


b 
2 2 
gráfico, en cada plano z = k, grafique la elipse 5 + z= = 1. En forma análoga se torma 
g g y 2 
y= k para graficar "yel y r=k a a 
a c b2 


1.4.4 Cilindros Parabólicos: 


Las gráficas de y = £?; r=2; y=(£-1?; y=2; y-3=(r-2}?; ¿=4-y 
representan cilindros parabólicos. Para graficar por ejemplo z = y?, se toman las curvas 
de nivel por x= k, ya que la curva de nivel es siempre la misma ecuación z = y? y 
para hacer su gráfico, se grafica la parábola z = y? en cada plano x = k 
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1.4.5 Cilindros Hiperbólicos: 


Las gráficas de 2?—y?=1; y? -— r? = 4; 2 -—y 


representan cilindros hiperbólicos. 
Si graficamos por ejemplo la ecuación y? — x? = 4, se torma z = k, pues las curvas 


de nivel son las mismas curvas en cada plano para z = k 


Z 


1.4.6 Paraboloide elíptico o circular 


Es el gráfico de una de las ecuaciones 


r? y? r? z z2 y 
ep a>0,b>0,c#0, o æt æð; bÆ0 o æt a +0 
2 y2 
Una forma sencilla de graficar z = A + T es tomar z = k y graficar las curvas de 
2 2 
nivel, así: Si z = k = 0; entonces la curva de nivel es el gráfico de í + 90 Oenz=0, 
2 2 
el punto (0,0,0). Si k = 1; la curva de nivel es el gráfico de í + T = ] una elipse 
en el plano z = 1 
r? y 
si k = 2; la curva de nivel es el gráfico de A + Án 2 una elipse en el plano z = 2 
2 2 


y para z = k > 0, las curvas de nivel son los gráfico de las elipses A + T = k en cada 


plano 


También se puede hallar las curvas de nivel con los planos coordenados (llamadas 
2 
trazas), graficarlas y luego utilizar las curvas de nivel que se necesiten así: Si z = eN + T 
entonces 
2 2 2 2 
z z 
con z = Q; Z+% 0 el punto (0,0,0), con z = 0; z=5, con y= 0; dori 


q? 


2 
En forma análoga si — + 5 = —z, el gráfico es hacia abajo, figura siguiente 
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y en forma análoga se grafica: 


Ejemplo 1.15 Graficar z = 16 — r? — y? 


Si z = 16 — a? — y?, entonces las ecuaciones que representan las curvas de nivel con 
los planos coordenados son: 

Si z=0; 16-—2?—y?=0; una circunferencia en el plano z = 0 

Si r=0; 2=16- y?; cuyo gráfico es una parábola abriéndose hacia abajo en el 
plano zy 

Si y=0; 2=16-a?; cuyo gráfico es una parábola abriéndose hacia abajo en el 
plano zx 
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1.4.7 Paraboloide hiperbólico 


Es el gráfico de la ecuación 
2 ya 2 a 2 2 
rt Y » T Zz LL Z Y 
377% = cza >0,b>0, c40, ó —-3=Ddy b#0 ó -53 =ar; a#0 
a? b ar c c 
Por ejemplo, si queremos graficar 12—y? = z, buscamos las ecuaciones que representan 


las curvas de nivel así: 
Si z=0; 22—y?*=0, dos rectas y= +r 
Si r=0; —y? = z, cuyo gráfico es una parábola abriendose hacia abajo en el eje z 
Si y=0; zr? = z, cuyo gráfico es una parábola abriendose hacia arriba en el eje z 
Si z = k > 0; cuyo gráfico son hiperbolas abriendose en el eje x 22—y?= k 


Si z= k < 0; cuyo gráfico son hipérbolas abriendose en el eje y 


X 
Las demás gráficas se hacen en forma análoga. 
1.4.8 Hiperboloide de una hoja 
Es el gráfico de la ecuación 
a y 2 ES , L y 2 
zty = =]; ó g p'e =]; ó m T =1,a>0,b>0,c>0 


Si se quiere graficar x? + y? — z? = 1, tomaremos las curvas de nivel por z = k y 
graficaremos las circunferencias 1? +y? = 1+ k? en cada plano z = k o también hallamos 
las trazas y las graficamos así: 

Si z= 0; la ecuación de la curva de niveles gz? +y? = 1, ecuación que representa 


una circunferencia 
Si y= 0; la curva de nivel es gz? -— 2? = 1, ecuación que representa una hipérbola 


Si x= 0; la ecuación de la curva de nivel es y? — 2? = 1, ecuación que representa 
una hipérbola 
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En forma análoga se grafican los demás ecuaciones 


1.4.9 Elipsoide 


Es el gráfico de la ecuación 


2 2 2 
zt yf z 
"u a>0,b>0,c>0 
Por ejemplo si se quiere graficar la ecuación 
2 2 
Z F 5 + 25 0 1, su gráfico se hará con las curvas de nivel con z = k, pues las 
a? y? k2 
curvas de nivel son T + a 1— 35 cuyas gráficas son circunferencias si —5 < k < 5 
o con las trazas que son las curvas de nivel con los planos coordenados así: 
2 
pa e + T = ]; la curva de nivel es una elipse en el plano xy 
y 2 
g=; oo 1; la curva de nivel es una elipse en el plano yz 
a 2 
y= 0; Ia 1; la curva de nivel es una elipse en el plano xz 


z 


y 
x 
1.4.10  Hiperboloide de dos hojas 
Es el gráfico de la ecuación 
L y 2 , L y 2 L y 2 
a? 2 p2 PaL (0) = A? a>0,b>0,c>0 
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Si por ejemplo se quiere graficar —r? — y? + 2? = 1, entonces las curvas de nivel son: 
para z = 0; —2?—y?=1 ecuación que no representa ningún lugar geométrico 
para x = 0; 22—y?= 1; ecuación que representa una hipérbola 

para y = 0; z? — z? = 1; ecuación que representa una hipérbola 

Si z= k; z?+y? = k?—1; k<-—1; k> 1, ecuación que representa circunferencias 


En forma análoga se grafican los demás ecuaciones. 


1.4.11 Cono 


Es el gráfico de la ecuación 


2 2 2 2 2 2 2 2 2 
Z o L z y 
p a g Óó A e> 


Por ejemplo si se tiene z? + y? = 2?; una forma fácil para hacer el gráfico de esta 


ecuación, es tomar las curvas de nivel con z = k, que son gz? +y? = k?, cuyos gráficos 
son circunferencias en sus respectivos planos 


Z 


14 CAPÍTULO 1. SUPERFICIES 
En forma análoga se grafican los demás ecuaciones 
Ejercicio 1 

1. Hacer un bosquejo del sólido limitado por el gráfico de la ecuación z? +y? # 2? = 9 


2. Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


r +y +2 =9,z=1,z>1 


3. Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


r? +y +z =9,z=1,2z<1 


4. Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


5. Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


r +y =9,z = 4,2 = —2 


6. Hacer un bosquejo delsólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


xz=0,y=0,z=0,zr+y=6,z=7 


7. Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


z=r +y,z 6 


8. Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


9. Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


2 


2=0,2=5,y=9y= 


1.4. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 
3z = x° +y’, 2? + y? + 2? = 16 ( parte común) 
Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 
z=4-—lx|—lyl,2=0 
Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 
r +y +2 =9,z=0,z<0 


Hacer un bosquejo del sólido limitado por el gráfico de la ecuación 


r’ +y +(z-—9)? = 81 


Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


r+y=5, y =2r-—2,z=4,z=0. 
Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 
r? +y? +2? = 9, 2? + y? = 5 (parte común) 
Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 
a? + y? + 2? = 9,2? + y? = 2? (parte común) 
Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


z=% + y 2=x. 


Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


z=r yy 


15 


16 


19. 


20. 


21. 


22: 


23. 


24. 


25. 


26. 
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Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


2z =z +y, r +y = 22, 2=0 


Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes(común) 
r +Y ++ = 1,2? +y + (2-1) =1 


Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


z= 16- yr? +y,z =2 


Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


z2=4-2 y=0,y=9,2=0 


Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 
z= Vr HY = + y. 
Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 
A „9 — að — yð að + y? A 0 
Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes 


z= ið +Y, 2 = 4. 


Hacer un bosquejo del sólido limitado por los gráficos de las ecuaciónes xr +y +z = 6, 
y los planos coordenados 


Capítulo 2 


Funciones 


2.1 Introducción 


En este capítulo se presenta, el concepto de función, límites y derivadas de funciones de 
varias variables, el vector gradiente y sus propiedades, las derivadas de orden superior, 
la derivada direccional de una función, sus propiedades, la diferencial, su definición, sus 
principales propiedades y una variedad de ejemplos en los diversos temas, para que el 
estudiante pueda comprender con mayor claridad estos conceptos 


2.2 Definición 


Sea D C R”, una función f : D — R es una regla que asigna a cada punto x en D, un 
número real único, denotado por f(x). 

El conjunto D se llama Dominio de la función y al conjunto de todos los números reales 
f(x) con TED se llama recorrido de la función. A las funciones f : D > R, con 
D C R”, se llaman campos escalares y a las funciones f : D > R”, se llaman campos 
vectoriales, así por ejemplo f(x,y) = £ +y, (f : R? — R) es un campo escalar o una 
función real de dos variables reales y por ejemplo f(x) = (x, sinx, cost) (f : R — R?) es 
una función vectorial de variable real y f(x,y) = (x +y,x—y,y) (f: R? — R?) es un 
campo vectorial 


Ejemplo 2.1 f(x,y) =1?*+y?. Su dominio es R? y su recorrido |0, +00) 


Ejemplo 2.2 f(x,y) = 4 — |x| — ly), Dominio R? y su recorrido (—oo, 4] 


Ejemplo 2.3 
f(æ,y) = v25- - y; Dj = {(z,y) | 25 -2° — y’ > 0} = {(z,y) | að +y” < 25) 
Rs = [0,5] 
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Ejemplo 2.4 f(x,y) = sin(xy); Dominio todo R? y recorrido |-1,1) 


Ejemplo 2.5 f(x, y) = arcsen(æy), Dominio [(x, y) | —1 


Ejemplo 2.6 f(1,y) = yx; Dominio {(x,y)|x >0} y recorrido [0, +00) 


Ejemplo 2.7 f(x,y) = yy — 22, Dominio {(æ,y) | y > 2?) y recorrido |0, +00) 


Ejemplo 2.8 f(x,y) = arctan(x + y), Dominio todo R? y recorrido (= 5) 


Ejemplo 2.9 f(x,y) = ln(x? + y?), Dominio todo R? — { 
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(0,0)) y recorrido R 


Ejemplo 2.10 f(x, y) = zx? — y?, Dominio todo R? y recorrido R 


Ejemplo 2.11 f(=,y) = 1, Dominio todo R? y recorrido 


12? | 
Ejemplo 2.12 f(x, y) = a CERO Dominio tod 
2 =“ 
t-ytz 


Ejemplo 2.13 f(x,y,z) = Pi os 


Ejemplo 2.14 f(x,y,z) = y 1? + y? + 2? Dominio todo 


si (x,y,z) # (0,0,0) 
si (x,y,z)=(0,0,0) 


uy 


2 


A 


(9) 


Dominio todo R? 


R? y recorrido |0, 00) 


Ejemplo 2.15 f(x,y) = arcsin(x + y) Dominio —1 < z í 


2.3 Límites 


-y < 1 y recorrido [—7/2, 7/2] 


En esta sección, se trata el concepto de límite, sus principales propiedades y una variedad 
de ejemplos resueltos, al igual que una sección de ejercicios propuestos con sus respuestas 


respectivas. 
Recordemos que en una variable si los valores de f(x) 


se encuentran arbitrariamente 


cercanos a un número real fijo L, para todos los valores suficientemente próximos a a, 
decimos que la función f(x) tiene límite L cuando x tiende a a y escribimos 


lim f(z) = L 


ta 


En forma más rigurosa se dice que 


J 


=T 
< xy < 1} y recorrido E = 
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ll f(x) = L 


ta 


si solo si, para todo e > 0, existe ô > 0 tal que si 


O<|r—a|<ó implica que |f(x)— Ll <e 


Recordemos que 


lt—al<ð sisi —ó<x—a<ó sisi a-ð<Tt<atð y que 


[f(x) = El <e si solo si —e<flx)-L<e sisolo si L—=e< flx)<e+ L 


luego 


limf(x) = L si solo si (Ve > 0) (36 > 0) 


T— Aa 


tal que si 
te(a—ð,at0) > f(r)e(L—e, Le) 


Ejemplo 2.16 Mostrar que 


del | 
lim no existe 
r>0 T 


Ed 


En la figura anterior, se puede observar el gráfico de la función f(x) = — y se 
concluye que cuando Í se acerca a cero por valores positivos el valor de la función se 
acerca a 1 y cuando zx se acerca a cero por valores negativos, el valor de la función se 
acerca a —1 y en este caso se afirma que 


lim f(x) = ie no existe 


x—0 r>0 T 
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pues para todo Ve > 0, no existe ô > 0 tal que si 
€ (-ð,6) > f(1) E (L—-e,L+e€) 


pues para valores positivos de z, sus imágenes están en (1 —e,1+e€), pero para x negativo 
sus imágenes no están allí. En forma análoga con (—1 —e,—1+e€). 

El tratado de límites en varias variables se hace en forma similar al de una variable, 
pues 


lim  f(x,y) = L si solo si (Ve > 0) (30 > 0) 
(2,y)>(a,b) 


tal que si 
0 < liz, y) — (a, b)| < 8 => |flx,y) — L| < € 


En otras palabras í Hri mi y) = L si solo si (Ve > 0) (30 > 0) tal que si 
TY ES a, 
(x-a)? t(y— b)? < 6? implica f(x,y) € (L-e, L +e) 


luego, si para todo (x,y) cerca de (a,b) por todas partes, sus imágenes se acercan a 
un número real fijo L, entonces se puede afirmar que i an A f(z,y) = L, y que en otro 
T,Y =r a, 


caso el límite no existe. 
Ejemplo 2.17 Se puede demostrar que: 


lim z= q; lim y= b; lim k= k; 
(z,y)—= (a,b) (z,y)— (a,b) (z,y)—= (a,b) 


2.3.1 Propiedades de los límites 


1. El límite cuando existe es único. 


2. Si 
lim x A; lim £ B entonces 
aa „y) = y aan „y) = 
(a) 
lim [f(2,y) +g(2,y]= lim pe yt lim g(æy)=AtB 
(2,y) >(a,b) (2,y)>(a,b (x,y) (a,b) 


lim m z lim x,y) = A.B 
E n Tao i a 
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(c) 


lim 
(x,y)— (a,b) 


lim f(x,y) 
f — (y)>(ab) OA 
(5) yz Pr 


(z,y) (a,b) 


3. Si 
lim x,y) =4A#0 lim x,y) =0 entonces 
ea y) TAY (a y) 
lim Fæ.) no existe 
(29) >(a,b) g(x, y) 
Ejemplo 2.18 Calcular el valor de 
R r’ +y 
lim 
(zy) >(1,1) Ty + 2 


En efecto: 
3 lim x lim z+ lim y 
L +Y (ys) (2-11) (24)>(1,1) 2 


im = ; ; 3 = 
(2,y)>(1,1) £Y + 2 lm xz lim y lim 
(z,y)>(1,1) (2, >(1,1) (2,4) >(1,1) 


aplicando las propiedades de los límites 


Ejemplo 2.19 Calcular el valor de 


a?+y?+1 
lim 
(2,y) (0,0) TY 
En efecto : 
lim === no eriste, pues lim z?°+y’+1=1#0 lim zry=0 
(2,y) (0,0) TY á (2,y) >(0,0) is Teg (2,y) (0,0) d 


Ejemplo 2.20 
r +y +4 4 


im =2 
(2,y) (0,0) Ty+2 2 


Ahora se mostrarán algunos ejemplos cuando no es aplicable la teoría, por ejemplo si 
al reemplazar nos queda una forma indeterminada como por ejemplo >> que se debe hacer. 


22 CAPÍTULO 2. FUNCIONES 


Ejemplo 2.21 Calcular el valor de 


y” —zy 
m Dee 
y)=(0,0) yy — yT 
En efecto : 
y? — xy y ; yy) _ 
iO ED (zu) >(0,0) YY — yz 


e a E 
O e a 


En este caso n que racionalizar el denominador y fra a 


Ejemplo 2.22 Calcular el valor de 


A tty—-4 
lim — e e A 
(se) y£ + Y — 2 


En efecto : 


a+y=4 li (x+y—4(vrFy+2) 


a> Fy —2 Eu yy 2) (Vr Fy +2) 


— 4) / 2 
= lim (ey IWT EIE p e RA +2=4 
(2,y)>(2,2) tty—-4 (2,y)> 


En este ejemplo hay que racionalizar el denominador y o simplificar 


Ejemplo 2.23 Calcular el valor de 
zry—y—?2r+2 


(x,y)>(1,1) Y — 1 
En efecto : 

=y-2 2 —1)-2(x-—1 

tim 2922. m YE D-?(z-1) 
(x,y)>(1,1) T— 1 (x,y)>(1,1) L= 1 
— D(y-2 
= lim C> YUTA = lim (y-2)=-1 
(zy >11) (x-1) (2,y)>(1,1) 


En este ejemplo hay que factorizar y luego simplificar 
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Ejemplo 2.24 Calcular el valor de 
evt” — 1 
lim —— 
(2900) 2? y? 
En efecto : 
lA | et —1 $ 


lim > = lim = lim— = 1 haciendo u = r? + y? 
(2, (0,0) £? + y? u>0 u u—>0 1 


En este ejemplo hay que hacer un cambio de vaiable y luego aplicar lo conocido 
Ejemplo 2.25 Calcular el valor de 


f tan(x +y) 
lim >A 
(z,y)—=(0,0) TF+Y 


En efecto : 
i tan(x + y) A im té) jim A lA 
(2,y>(00) T+Y u>0 u u>0 u cos(u) 
. sin(u). 1 , 
= lim lim = 1 haciendo u = 1 +yY 


u>0 u u>0cosu 
En este ejemplo hay que hacer un cambio de vaiable y luego aplicar las propiedades de 
límites 


Ejemplo 2.26 Calcular el valor de 


lim 
(z,y)— (0,0) TY 
En efecto : 
2 —1)(e%Y —1 2(e* — 1 Y —-1 
ED ME) (0 
(2,4) >(0,0) TY (2,y) (0,0) £ 2y 
2(e” — 1) (ey — 1) 


= lim ——— lim — 
(2,4) >(0,0) z£ (z,y)—>(0,0) 2y 


Ejemplo 2.27 Calcular el valor de 


gr 4 
i (ly) 
(2,4)>(1,1) (x£ — 1) (y? — 1) 
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En efecto : 
3 Það 1 -1 2 1 2 1 211 
im DD im EMI DA 
(æ,y)>(1,1) (x — 1)(y? — 1) (2) >(1,1) (x— 1)(y? — 1) 
= lim (12+2x+10D(?+1)=3*x2=6 
a ys) 


En este ejemplo hay que factorizar y luego simplificar 


Ahora en una forma general, si se quiere demostrar que 


lim t,y) = L 
(ag y) 

se puede hacer de la forma siguiente: Se busca una función h(x,y) que satisfaga la 

desigualdad 


0 < |f(x,y) — L| < hlz, y) a y, y) =0; 
TY amii a, 
ya que como 


lim 0=0 lim hí(x,y)=0 
(2,y) >(a,b) y (x2,y) (a,b) (zy) 


se concluye por el teorema del emparedado que: 


lim £,y) - L|=0 yasí lim x,y) =L 
y y) | x y y) 


Ejemplo 2.28 Probar que 


; TY 
lim ——— = 
(2,9) (0.0) |æ] + [yl 
En efecto : 
T am ð= TY |- ag U esi 
|z| + ly] æt æt ær 
T 
ya que como |x| <la|+!|yl, entonces | | <1 
x| + ly 
así 
TY 
TE 
|z| + [y] 
y como 
lim 0= lim |y|=0 se concluye que lim |———- o| = 
(zy) (00) (400) (23) >(0.0) | Jæ] + [y] 


TY 


lo que implica que lim ———= 
(2,4) (0,0) |æ| + [yl 
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Ejemplo 2.29 Probar que 


4 
im a aS 
(2,) >(0,0) |æ|“ + lyl 
En efecto : 
“Yy æg | æg 
ið 300 =|- Ea PARES A E 3 < |æ] [yl 
|z|" + ly] æt lel y lel + fyl 
|æl“ 
jágu rs 
|x|" + ly] 
así A 
TY 
Sol < elly 
el“ lvl“ 
y como 
zty 
lim 0= lim  |z|ly| =0 se concluye que lim  |—3%=3-=0|= 
(2,y)>(0,0)  (z,y)= (0,0) (2,4)>(0,0) | |x|" + [y] 
y así 
l zty 
im = 
(2,y) >(0,0) |æ|“ + [yl 
Ejemplo 2.30 Probar que 
sin(x? — y?) 
im = 
(2,9)=(0,0) |æ] + y] 
En efecto : 
sin(x’ — y”) | sn) e 
|z| + |y] z| + ly] = lel + lyi 
—lealle+ol < Melt laD + 
|z] + [yl |z| + ly] 
así ina? 2) 
sin(z“ — 
2 o < |z +y] 
|z| + ly] 
como 


ia sið 
lim 0= lim |z+y|=0 se concluye que lim mp) =0 
(220.0) (2100) (20,0) > |x| + [y] 
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Ejemplo 2.31 Probar que 
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2,2 
üm a= 
(zu)—>(0,0) |æ|“ + lyl 
En efecto : i 
4 
ay? | ay? si 
= a 3= 1.13 3 
læ? + yr e|" + lul jul + ly] 
E zt | y" ell lll z| y 
20 +2 y? 210 +2 ly? 20%+2lyPP > 210"+2]y"" 2 2 
así #5 
ey < El, lol 
le? + lul? 2 2 
y como 
2,2 
z 
lim 0= lim 2i + ly! =0 se concluye que EN = 
(2, (0,0) — (2,y)>(0,0) 2 2 (2,00) |æ|“ + |yl 
Recuerde: 


(a? — yy >0 sisolo si x —2r°y +y >0 si solo si 


qt 


xt + y > 21*y? si solo sí EN + 


Ejemplo 2.32 Probar que 


En efecto : 


0< TYZ 


y como 


y 1? + y? + 2 E 


TYZ 


4 

yY 2,2 
=> 
y E y 


lim =0 
(æ,y,2) >(0,0,0) 4/ £2 + y2 + 22 


|z| ly! |z| 


vz? |y] |2] 


|æyal 


ya pil ytt ya2+y+a 


< [yl l2] 


0 < | -0| < [alll 
V2 HYHH? 
lim  0= lim z|=0 se concluye que 
(2,y,2) >(0,0,0) (æ,y,2) >(0,0,0) gl al 


æyz 


lim =0 
(2,4,2)>(0,0,0) 4/12 + y? + 22 
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Ejemplo 2.33 Probar que 


e L? e 
(2,y,2)> 000) |æ| + y? Fla 
En efecto : 
lætt ælt tl æt 
|x| |z| y’ |y ENE 
= SIÐ ER ara S lx] + ly] +l2] 
ætt rr elta 
así á 5 a 
T +Y +z 
E AA A 
|z| + y? + |z| 
y como 
lim 0= lm  j|z|+ļ|y|+|z|=0 se concluye que 
(x,y,z)— (0,0,0) x,y,2)—>(0,0,0) 
4 
ima A eg 
(2,y,2)>(0,0,0) | |æ| + y? + |z| 
y asi 
r a 
lm == 
(2,y,2)>(0,0,0) |æ| + y? + Je 
Ejemplo 2.34 Probar que 
sy 
im ———= 
(2420000) 04 + y2 + |z|? 
En efecto : 
2 2 
ty”z |z| y? |x| 
S ap) A a læl |z|; 
zt +y? + |z| al + y? + l2 
así a 
< E 20 < ja] izl 
xt +y? + |z| 
como 
zy z 
lim 0= lim lz||z|=0 se concluye que lim A 
(=,y,2)>(0,0,0) — (2,y,2)>(0,0,0) (240000) æð + y2 + |z|? 
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Ejemplo 2.35 Probar que 


lim no existe. 
0,0 


(æ,y) (0,0) £ + Y 
En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la función, que pasen 
por (0,0) y que tenga límites diferentes, por ejemplo, por el camino (1,1) se tiene 
lim Es 
(2,y) (0,0) £ + Y 


= lim 
soor +g 202% 


y por el camino (x, 0) 


í <ie Si 
(1,y) (0082 FY  >0x 


por lo tanto 


lim no existe. 


(2,y)>(0,0) £ + Y 
Ejemplo 2.36 


lim — no existe. 
(2,y,2)>(0,0,0) +Y +z 


En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la función, que pasen 
por (0,0,0) y que tenga límites diferentes, por ejemplo, por el camino (x,1,1) se tiene 


lim ~ 
(2,y, 2) (00.0) £ +Y +z sort 


y por el camino (x, 0.0) 


f £ £ 
lim — =lim-=1 
(x,y,z) >(000 £ FY +Z 202 
por lo tanto 
£ 
lim — no existe. 
(2,92) (0,00) 7 + Y +2 
Ejemplo 2.37 
2 
i no existe. 


lm  ——— 

(2,y,2)>(0,0,0) L? + y? + 2? 

En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la función, que pasen 
por (0,0,0) y que tenga límites diferentes, por ejemplo, por el camino (1,x,1) se tiene 


q? q? q? 1 
lim ——*- = lm = lm =- 
(æ,y,2)>(0,0,0)t2 +Y? +2? 20024 x2+x2 20312 3 
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y por el camino (x,0.0) 


q? z2 
lim —— = lim — = 1 
(z,y,z)=>(0,0,0) £? + y? + 22 a? 
por lo tanto 
o 
lim —— no eriste. 
(2,y,2)>(0,0,0) L? + y? + 2? 
Ejemplo 2.38 Probar que 
2 2 
no existe. 


Es pr Á 

(æy) =(0,0) £? + y? 

En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la función, que pasen 
por (0,0) y que tenga límites diferentes, por ejemplo, por el camino (1,1) se tiene 


2 2 
= 0 
lim pl lim — = lim0 = 0 
(2,y)>(0,0) £? +Y? z>02gz?  2>0 


y por el camino (0, x) 


PA 2 
lim L=lm-%=lm(-1)=-1 
(2,y) >(0,0) £ +y 0 y 2>0 


por lo tanto 
2 2 


lim _—— no existe. 
(2,y)>(0,0) 1% + Y 
Ejemplo 2.39 
ay +42 
no existe. 


lim = 

(2,y,2)>(0,0,0) £? + y? + 22 

En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la función, que pasen 
por (0,0,0) y que tenga límites diferentes, por ejemplo, por el camino (1,x,1) se tiene 


z’ qe q? 1 


lim == lim = lim = 
(2,42) (00,032 +y2+ 22 220024 x2+x2 #03? 3 


y por el camino (x,0.0) 


2 2 2 2 
Á S E a +z £ 
lim S lim -1 
(2,y,2)>(0,0,0) £2 + y? + 22 r 
por lo tanto 
q? = y? + z2 


no existe. 


lim Z PEA 
(2,y,2)>(0,0,0) £? + y? + 22 
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Ejemplo 2.40 Probar que 


a? + y? 


lim no existe. 
(x,y)— (0,0) TY 


En efecto : El camino (1,0); (0,x) no se puede tomar, pues no pertenecen al dominio 
de la función, pero por el camino (zx, 1) 


21,2 Dip þið ið 
A A a aea 
(z,y)— (0,0) LY z—>0 q? 20 q? z—=>0 
y por el camino (x,2:x) 
: AÐ o 5e D 
lim = E o A A a 
(2,y)>(0,0) TY 2>0 (22) 2>0272 202 
por lo tanto 
224 y? 


no existe. 


lim 
(2,y)>(0,0) TY 
Ejemplo 2.41 
sy 
lim LS 
(2,y,2) >(0,0,0) xyz 


no existe. 


En efecto : Hay que hallar 2 caminos diferentes en el dominio de la función, que pasen 
por (0,0,0) y que tenga límites diferentes, por ejemplo, por el camino (1,x,1) se tiene 


ioyrd o ao a 
— = Mm = lim— = 1 
(x,y,z) >(0,0,0) TYZ >0x 1072 
y por el camino (x,x,2x) 
loe 83 
digo ETA q 
(x,y,z)— (0,0,0) TYZ 203 


por lo tanto 


(2,y,2)—>(0,0,0) TYZ 


Ejemplo 2.42 Probar que 


lim 5 no existe. 
(2,y) (0,0) 1% + y 
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En efecto: Tomemos los caminos (x,0) y (x,1*— x°). Así por por el camino 
tiene 


0 
im = lim— = lim0 = 0 
(zu) >(0,0) 1? +y 2072  z>0 


y por el camino (x, 13 — x°) 


lim 5 = lim- 32 
(x,y) (00) L +Y TROLL z—>0 zx x—>0 


por lo tanto 


lim — — no existe. 
(2,y) (0,0) £ +Y 


Ejemplo 2.43 Probar que 


ry? 
——, no existe. 
(zy) (0,01% + y? 

En efecto: Por el camino (x, 0) 
a? 

im 
(2,y)>(0,0) £3 y9 12013 120 


y por el camino (x, Y xt — z3) 


r?y? a) (x4 — æð)? re? a — 1) 
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(x,0) se 


č q 4; q 3 = 2 
arð i Bat = yh E > A 


por lo tanto 


æð? 
lim ——*—— no existe. 
(2,4) (0,0) £3 + y? 


Se observa que si se está calculando el 


lim T; 
aa y) 


se buscan caminos de la forma 


3 


(2,10); (x, mz); (mx, x); (x, mz’); (ma? £); (æð, x); (x, x°); (£, æð — x°); (x, sin z)... 
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que estén en el dominio de la función y que pasen por el punto. Análogamente si se 
pretende calcular 


lim T, Y, Z 
AR L Y ) 
se buscan los caminos de la forma 
(x,0,0); (x, £,0); (0, x,0)...(x, £”, 0); (0, x°, 2)...(x, £5 — x, æð)... 
que estén en el dominio de la función y que pasen por el punto. 


Ejemplo 2.44 Mostrar que 


2? — gy? 4 2? 


lim 3 no existe 
(2,y,2) >(0,0,0) [2% + ly] + |z] 
Por el camino (x,0,0) se tiene que 
y? y? 


lim 3 = lim 3 = lim— 
esd oola le la ða opa] 
que no existe, luego si el límite no existe por un camino, se concluye que 


2? —y +2 


lim 3 no existe 
(2,y,2)>(0,0,0) |æ” + ly] + | 2] 
Ejemplo 2.45 Mostrar que 
ry +z 
im ———.—— no existe. 
(æ,y,2) >(0,0,0) £? + yÉ + 22 
Por el camino (æð, x,0) 
ry? +z aa zê 1 


= AN | AA X= 


i AR 2 
(æ,y,2) => (0,0,0) £? + yY +2? z>0gz +6 +0 2>021xÉ z>02 


y por el camino (x,0,0) 


á 0 
(æ,y,z)>(0,0,0) £? + yÊ +2? 2072 20 
y así 
ry +z 


im Saa 00 existe. 
(z,y,z)— (0,0,0) tí + Y? + 2 
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Ejemplo 2.46 Analizar si 


4 4 


existe o no. 


im 
(æ,y) >(0,0) £? + y? 


En efecto: Primero escogemos por lo menos un camino, por ejemplo (x,0) y 


4,4 4 
lim 3 z= lim— = limz? = 0 
(x2,y)>(0,0) té + Y z>0x 20 


Luego de aquí se puede concluir que si existe el límite es 0 y lo probamos: 


4,4 de ao 8 27.2 2,2 
o<|t Y o= OS: | yy <a 4 y? 
T? +y? æð gy? +y Hy 
como 
að +y 
lim 0= lim 22+y?=0 se concluye que lim 5 ¿=0 
(x,y)— (0,0) (x,y)— (0,0) (x,y)—> (0,0) £ T yY 


Ejemplo 2.47 Analizar si 


2 


lim —— eriste o no 
(2,y)>(0,0) 12% + yY 
En efecto: Por el camino (x,0) 


2 
0 

lim mE RA lim — = 0 
(z y)—>(0,0) T? yt 202? 


luego si el límites existe es 0; y lo probaremos: 


2 


æð | æg 
Tr? + y? 124 yt 


pero observe que no es fácil hallar h(x,y) que sea mayor y que 


lim h(z,y)= 0, 
(z,y)— (0,0) (7,3) 


entonces hay que tratar de buscar otro camino cuyo límite no sea cero, por ejemplo: 


(27, x) 


2 4 


2,2 
. OA a A A, a e 
a a a 
así 
y n 
; LA arg no existe 
1,Yy)>(0,0) £ y 
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Ejemplo 2.48 Analizar si 


Lyt 
=> extste o no 
(2,y,2)>(0,0,0) £? + y? — 2? 
En efecto: Por el camino (1,0,0) se tiene 
gg rt a 


im 22 =lim==1 
(x,y,2)=(0,0,0) r? + y? =. 2? r>s07% 


y por el camino (x,x, 0) 
lim cl +A = ie = lim0 = 0 


y así 
2? — y á | 
im —— no existe 
(2,y,2)>(0,0,0) £? + y? — 22 
Ejemplo 2.49 Analizar si 
li n st 
im —.——— existe 
(æ,y,2) >(0,0,0) £f + y! — 22 


En efecto: Por el camino (x, 0, 0) 


TYZ 


0 
lim = lim— = lim0 = 0 


por el camino (x, x, x) 


li a E E st 
im —————— =lim— =lim— que no existe, 
(2,y,2) >(0,0,0) £4 + yt — z4  1>03x% #s03r a 
luego 
lim ee no existe 
(x,y,z) > (0,0,0) £ + yt — 24 
Ejemplo 2.50 Analizar si 
lim a existe 

(æ,y,2) >(0,0,0) £3 + y? + 23 

En efecto: Por el camino (x,0,0) 
i LYZ g 
lim Lo aI lim S0 
(zyz) > (0,0,0) £3? +y? +23 207% 
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Por el camino (x,1,1) 


a zyz e: b 
lim —— E — lim — =. 
(2,y23>(0,0,0) £3 + Y3 +23 2038 3 


luego 
E æyz 


lim —— no existe 
(x,y,z)— (0,0,0) r3 + y? + 23 


Ejemplo 2.51 Analizar si 


r? +Y +2? 


1 
l (1? + y? + 22) sin (apa) existe 
(z,y,z)— (0,0,0) 


En efecto: Por el camino (x,0,0) 


1 1 1 
lim (x? +4? +2°)sin (r) = lima? sin (5) ; t= — 
£ 


(x,y,z)— (0,0,0) q? + y? + z2 x—0 q? 
int 
Es e 0 
t=œ t 

pues 

i 1 sin t 1 

—1 < sint < 1 > —- < — < - 

t t t 
luego 


0 < |(z?° +y? + 2°) sin ( ) — o| = (x° +y’ +2’) 


: 1 2,,2,.,2 
124 y? + 2? sin (7) Setti 


entonces 
(x? + y? + 22) sin (æra) =0 

téty tz 
Como conclución para demostrar que un límite no existe se toman caminos que pasen por 
el punto y que esten en el dominio de la función y si el valor del límite por dos caminos 
diferentes es distinto se concluye que el límite no existe, o si por un camino el limite no 
existe se concluye que el límite no existe. Si por varios caminos el límite es el mismo 
valor se concluye que si el limite existe este es el valor, pero puede ser que el limite no 
exista, entonces para solucionar esta insertidumbre hay que hacer la prueba. 


l 
(z,y,z)— (0,0,0) 


Ejercicio 2 Solucionar los ejercicios siguientes 


1. Probar que 
xyz 


lim n 3 
(2,y,2)(0,0,0) |æ|“  |yl“ + 22 
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10. 


11; 


12. 


. Probar que 


. Probar que 


. Probar que 


. Probar que 


. Probar que 


. Probar que 


. Probar que 


. Probar que 


Probar que 


Probar que 


Probar que 
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að —aly + y? — y 


li 
(2,y)>(0,0) x? + y? 


lim AAA 
(2,y,2)(0,0,0) £? + y? + 22 


3 3 3 


lim 
(2,y,2)>(0,0,0) £? + y 


xy? 


lim 24 
(ey) >(0,0) £? + [ayl + y? 


o sin(1yz) 
1m A A S 
(0930001 + y2 + |e] 


lim -An dl no existe 
(2,y,2)>(0,0,0) T? + Y? + 2? 


6 


ry +z À 
aa” 16 existe 
(2,y,2) >(0,0,0) £ +Y TZ 


2 


Hn no existe 
x,y)>(0,0) E Y 


að — y3 


lim =0 
(x,y) (0,0) TY 


lim E 


(2,y)>(0,0) T— 


no existe 


LY 


lm = =0 
(2,4 >(0,0) YT — Y 
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13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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Probar que 


Probar que 


Probar que 


Probar que 


Probar que 


Probar que 


Probar que 


Probar que 


Probar que 
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: tty— 16 
lm + E 
lim sing — siny _ 1 


(2,y)>(0,0) TY 


2 ay? + 3? 
lim I cd = ln 3 
(2,y)=(0,0) x2 + y? 


ay? dls 2? 


lim 3 3 a 
(æ,y,2) >(0,0,0) |x| + ly] + |z| 


(æ — y) sin(æ + y) 


=) 
(2,4) (0,0) a? — y? 
TYZ , 
lim E ¿BA no existe 
(2,y,2)>(0,0,0) 18 + y? + 23 
4 4 4 
LA +z . 
lim PR no existe 
(æ,y,2) >(0,0,0) Í + y4 + 24 
2 
L YZ , 
i 2 no existe 


1 LE A) 
(2.3,2) (0,0,0) a+ yt + zt 


-y 


1 tA 
(0:13 #(0,0,0) T?  y? +2 
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2.4 Derivadas 


En esta sección se trata el concepto de derivada, sus principales propiedades, el vector 
gradiente y sus propiedades y una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una sección 
de ejercicios propuestos con sus respuestas respectivas. 
Recordemos que una bola abierta con centro a y radio e, se nota por B(a;e) y está 
definida por el el conjunto 
Bla; €) = 4x/ [lx — al] < es 


Un conjunto Á es abierto si y solo si todos sus puntos son interiores y un punto x es 
interior a Á, si existe una bola abierta con centro x y radio e > O totalmente contenida 
en Á, es decir, si existe B(x;€) tal que B(r;e) C A. Por ejemplo en R, 


B(1;3) = 2 / llx — 1|| < 3} = {x/— 3 < x — 1 < 3} = {x/ — 2 < x < 4} = (-2,4) 
luego en R los intervalos abiertos son las bolas abiertas. En R?, 
B((1,1);3) = {(2,9)/ l(=,y) — 1, DI < 3} = {(z,4)/ lle — 1, y — 1)|| < 3} = 


= {(z,y)/V@ -F + 0-17 <3} = {(,9)/@- 1} + w- 1) <9} 


Una vecindad de un punto x, es cualquier conjunto, que contenga un conjunto abierto, 
que contenga al punto 


2.4.1 Definición 


Sea f :R” — R, una función definida en x y en una vecidad de x, entonces si existe 


infethu- fl) 
h>0 h 


se dice que f es derivable en x, en la dirección del vector u y en este caso este límite , 
se denota por f'(x;u), es decir, 

3 x+ hu) — f(z 

tim EEI o, 


h=0 h 


es la derivada de f en el punto x, en la dirección del vector u. 

Si u es un vector unitario; f'(x;u) se nota por D,f(æ) y este límite si existe, es el 
que se define como la derivada direccional de f en el punto zx, en la dirección de u, es 
decir, 


son (+ hu) = f(a) 
h>0 h 


=D, f(x) siu es unitario 
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Si u = ex (vector canónico) f'(13u) = f'(x;€ex) es la derivada parcial con respecto a 


la variable tr, y se denota por e); es decir; 
Tk 
; x+ hex) — f(x o , l : 
lim E e) f) = f (x) si este límite existe 
h=0 h OL y 
Recordemos que si u = 1; entonces 


tn 2640) fe) 
h>0 h 


= f'(x) si este límite existe 


es la derivada de la función f(x) en una variable. 


Ejemplo 2.52 Si 


ss 
Fl l aa entonces 


a) Six = 1 entonces 


FAS A). (+A*-1. , 1+2h4+h?-1 
1 2- — a E 
cidad o å — EE 
2h + h? 
= = lim2 + h = 
h>0 0 
luego f'(1)=2 
b) Si x #1, entonces f'(x) = 22, así 
ps NB aA 
ra= 2 siz=1 
Ejemplo 2.53 
JS ads e 
Sea $0) = { Dr ALD entonces 
a) Si x = 0, se tiene 
e F(Oth)— f(0) _,, FM) f(0) h +12 
lA e E o 
e h A 
= lim — no existe, así que f'(0) no existe 


b) Six #0, entonces f'(1) = 1 entonces 
fa) = | 1 si 2 #0 


no existe six=0 
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De los dos ejemplos anteriores, se puede observar que para hallar la derivada de una 
función en un punto problema, (gráfico se corta por ejemplo) hay que aplicar la definición, 
pues la función allí está definida puntualmente y en los demás puntos se aplica todas las 
propiedades de las derivadas, en una forma análoga se calculan las derivadas de una 
función en varias variables. Se mostrarán unos ejemplos para ilustrar la derivada por 
medio de la definición 


Ejemplo 2.54 Sea 


o 
f(x,y) =xy +4; hallar Lay) 4) 


a a h o. h 
 [lu+hy+4-1xy-4 , zy+hy+4-—-ry—4 
= lim = lim 
h>0 h h>0 h 
= hy A 
sa a 
luego 
kr 
Əz T,Y) = Y 
b) 
ET: 7 "áð 7 
 E(h+y+4-2xy-4 ,. zy+hr+4-xy-4 
= lim = lim 
h>0 h h>0 h 
S 
luego 
a 
Dy LE) =:% 
Ejemplo 2.55 
a l of of of 
Sea (LY, z) = TYZ + T; hallar gz (2), By), as try) 2) 
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ER 2) = jim LE Y z) + h(1, 0,0)) — Ps z)) 5 im + h, Y, z) = la 2) 
Ox h0 h So h 
o (æthyrtæth-ayz-æ | vyrthyrteth-ayr-z 
= lim = lim 
Hai h h=0 h 
= n hlyz+1) B 
= e is eR 
luego 


of 
gr O z) = yz Sl 


Observe que para derivar una función de varias variables con respecto a x, derivamos con 
respecto a x y mantenemos constantes las demás variables. 


b) 


h(0, 1,0)) — ii 
ay EÐ) SK ja aaa an )) AO y 2) Fix,y,z) 


. (ythæztt—ryz=a ,. syz+gzh+ z -— IYyZ— 
= lim = lim 
h>0 h h>0 h 
1 | 
= lim—— = limzz = zz 
h>0 h h=0 
luego 
EK 
>(£, Y, Z) = TZ 
Oy ,Y, 


Para hallar la derivada parcial de f(x,y,z) con respecto a y, derivamos con respecto a 
y y mantenemos a x yz como constantes. 


c) 


Aaa = rm LE 4 (000) En) _ yyy ¿(019,2 4) — F(2, 2) 
Oz h>0 h pm a 
Sji (z +h)zy +z- rtyz-r zyh _ 
E Fa h Een h = TY 
luego 
of 


Para hallar la derivada parcial de f(x,y,z) con respecto a z, derivamos con respecto a 
z y mantenemos a x yy como constantes 
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Ejemplo 2.56 


Si f(x,y,z) =13+y*+sin(1%y) +z entonces 
a) 
of 2 2 
gr OV 2) = 31% + 0 |cos(z“y)|2zy + 0 
z£ 


aquí se ha aplicado la derivada de una suma de funciónes y la derivada de una compuesta 


b) 


o 
ayy z) = 0 + 3y? + [cos(x*y)]x* +0 
y 
aquí se ha derivado f(x,y,z) con respecto ay y 1,2, fueron consideradas constantes. 
c) 

of 
— =0+0+0+1=1 
Oz (zx, y, 2) mU 


aquí se ha derivado f(x,y,z) con respecto az y x,y, fueron consideradas constantes. 
Ejemplo 2.57 
Si f(x,y,z) =sint(1*+y?*+ 2%) entonces 


a) 


0 l 

EK z) = [4sin (a? + y? + 2%) cos(x? + y? + 2°)] 2% 
b) 

Of | A TPES 2 2 2 2 2 

By) = |4sin?(z* + y? + 2?) cos(x? + y? + 2°)] 2y 
c) 

of | sið ED 2 2 2 2 2 

= (x,y, 2) = [4sin? (z? + y? + 2°) cos(x? + y? + 2°)] 22 


Oz 


Con este ejemplo se ilustra la derivada de una función compuesta. 
Ejemplo 2.58 


Sea f(x,y,z) = e7” ln(z? +z? +y) entonces 


a) 
Of | 2 j 2 2x 


2 
e =2 Sya a | | | Á 
ag (82) TyC n(7 2 y) e a2+2+y 


luego — (x,y,z) es la derivada de un producto de 2 funciones 


Ox 
b) 
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Ejemplo 2.59 si ana 
Fx,y, 2) = Y +" entonces 


of 


242422 Of 
— El + 
Ba (092) 


La y 2) = eið, Á 
Oy 


, g ® Y, z z)= = n re 


Ejemplo 2.60 Si 
f(x, y, 2) = (x? +y + z) entonces 
of 
ox 
Ejemplo 2.61 Sea 


(£,y, 2) = 6x (tt), A z) = 6y (2 +y?4 22) 


dy 


FU z) = 12 +1log,(2y) = e™ 2 + log (xy) 
ettz y ln(xy) 
nz 
a) 
Of a E aa 1! 
ar 00 nz xy? r” zz 
b) 
1 
O y 2) er PAO- men) EÐ) 
Oz In“ z zln“z 


ao. f” vl1+tídt entonces 


a) 
A (x,y,z) = y 1 + (2%y2)xyz 
b) 
i 2) = y1 + (x2yz)tr’z 
y 
c) 
ð 
AL (2,92) = VIF ay 


Recuerde que si 


g(x) 
= | f{t)dt entonces Fæ) = f(g(æ))g'(æ) 
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Ejemplo 2.63 Si 


Y 2 Z 2 Y 2 
Pl = Ja | Har Pra 
y 


entonces 


Ejemplo 2.64 Sea 


entonces 
a) 
Si (x,y) # (2,4) entonces PL ny) =U 
b) 
Si (x.y) = (2,4) entonces 
oa = él 4 0-40, _ yy Lt- 8 
Ox h=0 h=0 h 
. 4h 
SIA 
ál i (2,4) 2 (2,4) 
Oj y si (£,Y 2, 
gr U= { 4 sí (x,y) = (2,4) 
of e O Era > 
por lo tanto Əz (3,5) = 5; Əz (0,0) =0; En forma análoga 
a) 
: Of 
Si (x,y) #(2,4) entonces FR = 
b) 


Si (x,y) = (2,4) entonces 


oe SA An 
Oy h=0 h am 
. 2h 
= lim— =2 
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ji Un [a si (ey) #04) 
By DA 2 si (ey) = (2,4) 
Por lo tanto, < (3,5) = 3; s (0,0) = 0; s (2,0)=2 


Luego para calcular la derivada de una función como la anterior, se aplican las propiedades 
de las derivadas en los puntos no problema ((x,y) 4 (2,4)) y en los puntos problema 
(x,y) = (2,4) se aplica la definición. 


Ejemplo 2.65 Sea 


ey 
f(z, y) = í 122+y SA) 540,0) entonces 
0 si (x,y) = (0,0) 


a) Si (x,y) 4 (0,0) entonces 


yla aa].  2g°y? +2ryt — 2r°y?  2ry* 


EN) (2242) (0242) 


b) Si(x,y) =(0,0) entonces 


O 0,0) = lim 


az = lim 


h>0 h h=>0 


F(0+h,0) — £(0, 0) 
h 


Ejemplo 2.66 Sea 


ayy). 
teges e ERAS 
9 si (2, y) = (0,0) 
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Mostrar que 


xy + 4e?y? — y? 
La, y) = (x2 + y2)? | st (z, y) + (0, 0) 
y si (x,y) = (0,0) 
of ee ON 
aye y) = (12 + y2)? | 19 , 
0 si (x,y) = (0,0) 


Si z = f(x,y,z), las notaciones más usuales para las derivadas parciales son: 


felx,y, z) = Dı f(x,y, z) 


(x,y, 2) 


T 
709,2) fy(x,y, 2) = Daf(x,y, 2) 


o 
P ny, z) = f(x,y,z) = Daflu, y, 2) 


2.4.2 Algunas propiedades de las derivadas 


1. Si f(£1, £2, ,Zn) = k, entonces 


D; f (£1, £2, iEn) =0 


2. Sif,g: R” — R entonces 


Dif +9) = Dil f) + Drg) 


3. Sif,g: R” — R entonces 


Di[fg) = FDrlg) + 9Dx(f) 


4. Si f,g: R” — R entonces 
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2.4.3 Vector Gradiente 


Cuando calculamos las derivadas parciales de una función f(x,y,z) se tiene que podemos 
formar el vector 


Loya) Eta 9,2), 209,2) 
Ox t, Y, z y) Oy T, Y, z , Oz T, Y, z 
llamado el vector gradiente de f(x,y,z) y notado por V f(x,y,z), es decir, 


_ (of of of 
V$ (z, Y, 2) = (Ze, Y, 2) , Er Y, 2) ) g ® Y, z) 
se llama el vector gradiente de f(x,y,z) y goza de las mismas propiedades de las derivadas 
parciales: 


1. 
V(c)=0 
2, 
V(f+9) =VWf+Vgyg 
3. 
Vífg) = fVgt gVf 
4. 


y (£) E A a A 
g g 


Demostremos que 
V(fg) = fVgt gVf 
y consideremos a f(x,y); g(x,y) como funciones de 2 variables. Como 


Wense) = (Lun eo ) = (ræ tagi. a ) 


` ðg Lögð Of of ðg ðg\ of of 
7 (192 a | ða olor a) 
fvgstgvf 


Ejemplo 2.67 Si 
flr, y) =r +y entonces 


Tte y) = (2020) = (SE, E) 
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Ejemplo 2.68 Si 
flx,y,2)=4 entonces 


o o o 
Vrena) = (Zleva) Lev 2) Ey) ) = 0,0,0) 


Ejemplo 2.69 Si 
f(x, Y, 2) =Yy+ z? entonces 


o 
Vrena) = (Zien a), Aleya, Fel.) | = 0,1,22) 


Ejemplo 2.70 Si 
f(£,y, 2) =xe* +x°z+zcosz entonces 


o o 
vrnd = (Hiena, Zleva, Ay) = 


= (e + ze? + 2zz,0, £? + cos z — zsin z) 


Ejemplo 2.71 Si 
f(x,y,z) = zyz + Tsin3 entonces 


o o o 
Vrena) = (ena) leya) Lay) = zaza) 


Ejemplo 2.72 Si 


Hæ,y) = l a Y F a y) a a 2) entonces 
a) Si (2,4) A (1,2), á 
oT Sa +1 
Ox 


b) Sí (æ,y) = (1,2) 
Of o n IA n la -5 
g S h a 7 


| L h2 | | = 2 
im + 2h + h0)44+1+h S im — lim9 44h =9 
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luego 


por tanto 
of Í 2æg tl si (x,y) 4 (1,2) 
Hand "9 : 


c) Si (x,y) 4 (1,2), entonces 


d) Si (x,y) = (1,2) entonces 


Of = n ¿(1,2+hA)-F(1,2) , 1Q+A*+1-5 
a h FR h 
2 N 2 
t ti 44h +h +1 5 limtre E E 
h=0 h h—=0 h>0 
luego 
Of 
—(1,2)=4 
y (1,2) 
así que 
Of _S$ 22y si (1, y) 4 (1,2) 
a os { 4 sile,y) = (1,2) 
Ahora 


Mil (Zaa Zaa) = (9,4), Vf(1,1) = (Zan Zan) = (3,2) 


Ox 


Vf(0,0) = (5.0.0) 270.0) = (1,0) 


Ejemplo 2.73 Si 
f(x,y,z) = f(a? ys 2?) entonces 


Of 2 3 2x 
ar ED A 21n(x y 2 a Y z2 
ðf 1 
ton: = try 
ar try 2) = 21n(x yY 2 o Y 22 
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así que 


o o o 
vazn = (Zaz, a21, 20,20) 


Es A 


4? 4 ? 4 
Ejemplo 2.74 Si 


f(z,y,z) = x+y” tloggz 


= z ng lng 
= lng lny E xlny RA 
5 di aj ln 2 i A In 2 
entonces 
Of Z3 a 
ag) = to hyk a 
of 1 1 
— (1,1,1) = 1 | =1 
Jz l 1) In2 In2 
Of yes YE. of 
—(x,y,z) = 0 HO = a Í EÐ = 1 
Oy ) 7 7 ayt ) 
o ð 
EKIÐ) = tómæt00; 1,10 =) 
así 


Of 1 
1,1,1) = | <+(1,1,1), 2(1,1,1), +(1,1,1)]) = /|1s—,1,0 
vand = (arp Harn, Ža) = (1+ 73:1.0) 
Ejercicio 3 Solucionar los ejercicios siguientes 


1 Si 


f(x,y) = £?y* +4 entonces mostrar que 


= 22?y 


f(x,y) = /æy, entonces verificar que 


h=0 h 2/1 +y h 241 +y 
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3. Si 


2y f of 2y sin x 
x,y) = ———— entonces verificar que —(r,y) = —. 
Hey) Y + cos x q azl y) (y + cos z)? 


por medio de las propiedades 


4. Si 
f(x,y,z) = ln°(x +y + 2z) — x? + logs 22 = eð 


Mostrar que 


Of 21n(x +y+2) z—1 yz 
ar e > ) = r+y+z — Zt ið yze 
21 
b r, „2) = tl ak = með 
Oy r+y+z 
of 21n(1+y+2) 
= = | _ TYZ 
ar EV ) PERTE £ AL E xye 
5. Si 
Í ) I E UAE de ostrar que 
L,Y, 2) = m 
1++ 
3 
1 2 
ay 2) = 3 (12) 9 1 2 
? dE Us 1d] 
1 2 
E A 
1+ E EX á 
o 1 2 92 
EK 2) = 5 A) T 
Z 1+ ls rta Z 
6. Si A 
r—y+z , 
O 0,0,0 


0 si (2, y, 2) =: (0,0,0) 
=x? +Y? +2? + 2y — 2z . 
Ox T,Y,2) = (x +y +2?) 
no existe si (x,y,z) = (0,0,0) 
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=x? + y? — 22 — 224 — 2y2 


Of si (x,y,z) 4 (0,0,0 
ag (Y 2) = (22 + y? + 22)" A 
Y no existe si (x,y,z) = (0,0,0) 
L? +Y? — 2? Da + 2z . 
öl )= 2 2 912 S1 (x,y,z) # (0,0,0) 
gz OD? == (x +Y + 2?) 
no existe si (x,y,z) = (0,0,0) 
7. Si 
f(£,y, 2) = Vx? +y? +z? mostrar que 
z y z 
V T, y 2 = , y) 
Í y ) Í y 22 + y? 22 ps) 
8. Si Br AE 
= A verificar que 
21(1-y?-2%)  2y 22 
V A , , 
9. Si y 
TY l 
f(x,y) =$ 12+y si (x,y) F (0,0) mostrar que 
0 si (x,y) = (0,0) 
de ¿000 
Of o A z, 0,0 
0 si (x,y) = (0,0) 
21y 
Of A il 0,0 
sl 0 si (x,y)= (0,0) 
10. Si 
Yaya? 
a / sint*dt mostrar que 
3 
of En 2 2 2 T 
gr OD z)=sin (z y +z ) AE 
of T 2 2 2 4 
ar Y 2) = sim (x y +z ) PTF 
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11. Si 
g(x,y) 
hlu) = f sin t2dt entonces verificar que 
Fæ,y) 
ðh o 2 og 2 of 
(03) = sin (gfe, y)? ÈZ, y) — sin (Fey)? C lev) 
12. Si 


zZz z ð zZ 
f(x,y,z) = x% entonces verificar que +(x, y, z) = yr” 7! , AR a y" lnz.lny 
T 


(9) Oz 
13. Si 


2 . | f 2 ; 
f(£,y,z) = e” cosy? sin r? entonces verificar que = (x, y, z) = 2z e” cos y” sin x? 


Oz 


2.5 Interpretación Geométrica de la Derivada 


En esta sección, se trata el concepto de la Interpretación Geométrica de la derivada y el 
plano tangente a una superficie en un punto. El significado geométrico de la derivada de 
una función y = f(x) de una variable es la pendiente de la recta tangente a la gráfica. El 
vector trasladado 

. dy. 

it ER J 
que parte de un punto (x,y) en la curva es tangente a la curva 


Cuando calculamos la derivada de z = f(x,y) con respecto a 1, (He, 0) a 
z 


consideramos a y como constante, es decir, y = b, por tanto 


of -etb =o) |. ER wgl) 
b == == 
pR 7 -E 
que representa la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel z = f(x,b) en el 


punto (x,b, f(x,b)), más aún la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel z = 
F(x,b) en el punto (a,b, f(a,b)), es 


fa + h, b) — f(a, b) 
Ox h0 h 


y un vector tangente a la curva z = f(x,b) en el punto (a,b, f(a, b)) es 


v TEA) 
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y si interceptamos la superficie z = f(x, y) con el plano z = a, obtenemos la curva z = 
F(a, y), por tanto 


of MP O E a 
ay od) = h o h 
que representa la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel z = f(a,y) en el 
punto (a, y, f(a, y)), por tanto 
Of a f(a,b+h) — f(a, b) 
ayi b) gu EN h 


representa la pendiente de la recta tangente a la curva de nivel z = f(a, y) en el punto 


(a,b, f(a, b)). 


Un vector tangente a la curva z = f(a, y) en el punto (a,b, f(a,b)) es 


. of 
u=j EEan 


y un vector normal a la superficie z = f(x,y) en el punto (a,b, f(a, b)) es 


S 
of ð 0 
E! T = (Lat), Elab), 1) 
1 0 (a,b) 
Ox 


por tanto la ecuación del plano tangente a la superficie z = f(x, y) en el punto (a,b, f(a, b)) 
es 


(K-P)en=0 = ((z,y,z) — (a,b, f(a,b))) e (Zn, Lab), -1) = 0,es decir, 
of of 
gz ©) (ra) + aye b)(y —b)—(2— fla, b)) =0 


por lo tanto 


á = flab) = lab) (oa) + ay = 


es la ecuación del plano tangente a la superficie z = f(x,y) en el punto (a,b, f (a, b)) 


Ejemplo 2.75 Si 
z= f(£,y)=9- a — y”; 
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entonces para x = 1, la curva de nivel es 
2=9-1-y?=8-y 


luego 


y así la pendiente de la recta tangente a la curva z = 8 — y? 
—4 yla ecuación de esta recta es 


en el punto (1,2,4) es 


z-4=-4y-2) en x<=1 
Para y=2, la curva de nivel es 


o o 
z=9-4-=-r=5-r? y así Z- = 2 


y la pendiente de la recta tangente a z = 5— x? en (2,2,1) (punto de la superficie) es 
—4 y así la recta tangente es z—?2 = —4(x— 2) en y=2 
Ejemplo 2.76 El plano x=3 interseca al paraboloide hiperbólico 

a 


en una parábola, hallar la pendiente de la recta tangente a la parábola en el punto (3,2, 5). 


o 
En efecto la pendiente es el valor de la derivada parcial A en el punto (3,2,5), 
y 
entonces 9 
a 
— = -2 —4 
m Oy y 


y así la pendiente vale —4 
Ejemplo 2.77 El plano y = 2 interseca a la superficie 
z=% +y+cossz+1 


en una curva, su pendiente de la recta tangente en (1,0,3) (punto de la superficie) es 


ð ð 
Egg sing entonces ob) 3) =2— sinl 
ox ox 


luego la pendiente es 2 — sin 1 
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Recordemos que el área de un paralelogramo de lados a,b es 


A = absin9, donde 0: ángulo entre a y b, luego 
JA 
ða 


= bsinð; N — = abcos 0 


son llamados también razones de cambio del área con respecto a a,b,ð. 
El volúmen de un paralelepípedo de lados x,y,z es V = xyz entonces 


Ne a ais CE a 
de ee qe pa H 


son las razones de cambio del volúmen respecto a sus lados x,y,z 


2.6 Derivadas de orden superior 


En esta sección, se explica como hallar las derivadas de orden superior de una función 
y se presenta una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una sección de ejercicios 
propuestos con sus debidas respuestas 

Si f(x,y) es una función de dos variables, entonces sus derivadas parciales 


o o 
a y), ia, y) 


son también funciones de dos variables, de modo que podemos considerar sus derivadas 


parciales 
ð (ðf a OS B e 
a (EoD) = e g (9/00) = ae) 


o (of = of i o (Of 0 
(geo) = tem g (Hen) = an 


las cuales se llaman segundas derivadas parciales de f(x,y); luego lo mismo que sucede 
con las derivadas ordinarias, es posible encontrar derivadas parciales de una función de 
varias variables de órdenes segundo, tercero o más, como se ilustrará en los siguientes 
ejemplos: 


Ejemplo 2.78 Si 
Ha,y) =e Y +51 +y entonces 
Of Of 


a) ag y) == O ES, b) y PISA 
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o’ ð (Ə ə 
€) Lle) Sn (Zien) = ar (ert + 5) Ea 


o? ð (0 o 
den = g (Zen) -g (+= er 
o? ð (0 o 
P) a y) = Ər (Hen) = Ər [est] Sg 
ot ð (0% o 
g) Ea y) = Əz (en) = Ər (esta ) =r TY 


Ejemplo 2.79 


Si f(x,y,z) = ay + zx + cosz entonces 
o (ð ð 
a) a sj 4a*y+2—sin £ b) (ea 2) e (42y a sin 2) ES 


Oy Á Oz Oy 
of ðo (8f ð % 3 

o Ere e it = — (4 = 12 
e) Örðyðr (2,7,2) Ox (2 (2.952) Ox (ár) 7 


otf ð of 0 E 
A A ¡ME MM AR A 
a) ðyðxðyðx (2,,2) Oy (a (2.92) Oy a 


of ðo (Pf ð $ 
fn = — = — 4 = 
2 Özðyðr (2,7,2) Oz (ar (2912) Oz EEN 


0? ð (0 
Ð Fu) = y (Hiena) = ag (y + 2 sing ) = 12aðy- cos2 
3 2 
g) i (x,y,2) = á (23 (2, y, 2) ða (122*y E cos x) e eN 


Ejemplo 2.80 
Si f(x,y,z) = yet +In(2x)+y entonces 
Sr RN E Of 1 of 


z KL Ty an 
a) de za z oz a N x o) Oy 


er +1 
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¿> E e óð A ¿E Er 
Br? ye q? E ðzðz? 02l0x2) Bx ye rej 


TA srpa 
Dl) a 


of ðo (f o 
9) Ox0y? Ox EÐ Í a 0) =p 


Recordemos que: 


f" (æ) = (ræ) = lim? - y que 


h 


az (x,y) = lim entonces 
x 


h>0 


ðzðy Oz 


pa 
fo (ðf E 
(Hena) 


oj o 
Pp _0 o jea t pg 


0y020x _ Oy NOzOx (2,7,2) 
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Ejemplo 2.81 Si 


TEN | TEY) gi (0,9) # (0,0) 


T2? + y? 
0 si (x,y) = (0,0) 
entonces hallar of of 
Baðu 0% ayan o ); 
Solución: of of 
8f ( ) o mn 0) vil g A 
Örðy ” ðx \ðy > h 
pero 
hk(h? — k?) 
Of e F(P,k) — flh,0) h+k? 
A k = in k 
EN” hk(h? — k?) a h(h? — k?) E h3 B 
a AÐ 
ER h T 
entonces 
of of 
Hi (0,0) = q ART 0) | = u -E oy OO = = 1 
ðaðy " ? ðr əy” h0 h Ah 

así f 

Bað 9 1 
En forma análoga verificar que 

zi (0,0) = —1 

ðyðx` >” 


Proposición 1 Si 
ER a e a 
Ox Y ) Oy Y ) Örðy Y ) yðar Y 
son continuas en una región D, entonces para cada (x,y) € D se tiene que 
Ox0y ES ðyðx Ag 
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Ejemplo 2.82 


entonces 
of _ 3. pr 
ð (Əf\ ə a OA 0 
75 (32) = gy C79 t4”) = 20; Z (2) = pr (0) => 
entonces > əf 
n 2 
Ox0y  0y0x ” SR 
ya que las derivadas 
of o? f Of. Of 


Bæðy' ðyðr Y ay Oy 


son todas continuas en R? 


Ejemplo 2.83 
Si fíx,y) =sin(x+y) entonces 


a) 


Of of OF o an Pf oO, 
T cos(x + y), a cos(x + y), me sin(x + y), BIÐ) sin(x + y) 
entonces 
Pf f 
ðæðy  0Oy0x 


Ejemplo 2.84 
Si u(x, y) =e"sin(y) entonces 


2 2 


ar = e" siny, Bað e” sin y, 35 = e” cosy, yz = —e” sin y 
entonces 
u Eu az a 
e a sin y — e” sin y = 0 
y en este caso la función u se llama armónica, pues satisface la ecuación de Laplace 
Pu Pu 


ðr? Əy 
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Ejemplo 2.85 


Si f(x,y) =x*+2*%y-2y? mostrar que 


of pa 2 3 of e Dr of NN 3 
a) 5, (0,4) = 3x" +2ry" b) 9y (1,y) =30%y -4y c) gza(® Y) = 61 +2y 
o? f E o? f aa 
d) OyOx (x,y) = Gzy“ = fry(£, y) e) ðxðy (x,y) = 6xy 
o’ f _ 2 OP (xy) 
9) ¿an =6% h) ag = De 


Ejercicio 4 


1. Considerar la función 


50 a 
f(x, y) = a (x,y) # (0,0) 
0 si (x,y) = (0,0) 


Mostrar que 


2. Si 
fa, y, 2) = ln(z + 2y? + 32%) 


Mostrar que 
O f(x,y,z) 72y2? 


Orðyðz (£ + 2y? + 323) 


3. Mostrar que las funciones: 


1 
a)f(x,y, 2) =0+y 22? b) f(x,y,z) = e*t cos(5z) c) ft, y, 2) = 
ya tg 22 
Satisfacen la ecuación de Laplace 
Ol OL 
ðr? 0y 02 
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4. Si 


Mostrar que 


5. Si 
f(x,y,z) = ze” sin(rz) 


mostrar que: 


ðyðx E — ðxðy Y, ) 0207 Y, — Örðz Y, ) OyOz Y) y ðzðy Y, 


6. Si 
f(x,y) = sin z sin? y 


Mostrar que 


f f 


T (x,y) = cos x sin 2y ET (x, y) 
7. Dar un ejemplo donde se cumpla que 
of of of of 


OXOYOZ _ Ozðyða E Oyðzðz _ 020x0y 


8. Si Pa 
f(x, y, 2) a (1 +sin’t)dt 
2 


Mostrar que 
gf Y >o 
grog (50,2) = gy (+ (sin? (ey) (2) 


2.7 Derivada Direccional 


En esta sección, se explica el concepto de derivada direccional de una función y se presenta 
una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una sección de ejercicios propuestos con 
sus debidas respuestas 

Ya conocemos la razón de cambio de una función f en el punto zx, y en la dirección 
de los vectores i,j, ahora pretendemos hallar la razón de cambio de f en x= yen la 
dirección de cualquier vector unitario u y para ello recordemos que: 

tn fE + hu) — f(a) 
h 


h>0 


= D,,f{æ) si este límite existe 
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y para demostrar que la derivada direccional existen en x=, en la dirección u, hay que 
mostrar que la derivada existe en todas las direcciones; como se ilustra con los ejemplos 
siguientes: 


Ejemplo 2.86 Sea 
Fx, y) == [Ty ) hallar D,f(0, 0) 
En efecto: 


f((0,0) + h(a, b)) — f(0,0) f(ha, hb) — £(0, 0) 


Duf(0,0) = lim h i h 
or f(ha,hb) .. |hahb| hlað) 
EA E E 


= lim |h] |ab| =0 
h>0 


cualquier sea la dirección. Luego D,f(0,0) existe y es 0; se ha tomado el vector u = 
(a,b) = (cos 0, sin 0) 


Ejemplo 2.87 Si 
= y lzy|, hallar D,f(0, 0) 


En efecto: 
= m EÐ = lim P z Vlad] = = lim + ylab] 
0 si(a,b)= a 
< O si(a,b)= (0,41) 


no m en otra dirección 


Luego la derivada direccional en (0,0) no existe, solo existe en 4 direcciones. 
En este ejemplo se observa que 


of 
Ox 


of 


(0,0) = g (0) =0 


Es decir el hecho de existan las derivadas parciales, no implica que la derivada direc- 
cional exista. 
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Ejemplo 2.88 Si 
f(x,y) = yz? +y?, hallar D,f(0,0) 


En efecto: 
or Hha, hb) f(O, 0) a f(ha, hb) 
DO O ip 
ha)? + (hb)? 
= lim (ha) did = lima + b2 = lim LA 
h>0 h h=0 h h>0 h 


que no existe, luego D, f (0,0) no existe. ( En ninguna dirección) 


Ejemplo 2.89 Si 


Ty 
TR i TA +y? U PAA hallar Duf (0,0) 
0 si (x,y) = (0,0) 


En efecto: 
E f(ha, hb) Di F(0, 0) — Į f (ha, hb) 
Du f(0,0) = lim J a 
hahb h?ab ab 


li = A A dl 
hoh [(ha)? + (hb) +08 (02402) — 10h 


0 sila,b) = (+1,0) 
0 si(a,b) = (0, 1) 
no existe en otra dirección 


Luego D,f(0,0) no existe, solo existe en 4 direcciones. 


Ejemplo 2.90 


xy? , 
fu, y) = ra ali DON 
0 si (x,y)= (0,0) 


En efecto: 
e Hha, hb) F(0, 0) = f (ha, hb) 
D, f(0,0) = lim h E F 
hah?b? , h3ab? | ab? 


AA SR sr 
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0 si(a,b) = (+1,0) 
0 si(a,b) = (0,1) 
ab? b ROPT 
— = — en las otras direcciónes 
a a 
Luego D,f(0,0) existe, pues existe en todas las direcciones 


2.7.1 Algunas propiedades: 
Sean f y g :R” — R entonces 


1. 
D(f +9) = Duf + Dug 
2. 
Dulaf) = AD,f) 
3. 


2.8 Diferenciales 


En esta sección, se explica el concepto de la diferencial, sus propiedades y sus aplicaciones, 
como se halla la derivada direccional de una función en forma general, si la funcion es 
diferenciable y se presenta una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una sección 
de ejercicios propuestos con sus debidas respuestas 

Recordemos que si y = f(x), entonces el cambio en el valor de f(x) entre a y a+ Az 


es 
Ay = Af = f(a + Ax) — f(a) y que Af = dy = f'(x)dx 
ya que 
Ar) — 
Pe a 
por tanto 


Hora) Ho) = f'(a), asi, Af = flat Ax) — f(a) = f'(a)Ar = Ay 


La ecuación de la recta tangente a y = f(x) en el punto (a, f(a), es 


y— f(a) = f'(a)(z — a) 
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por tanto y — f(a) = dy es el cambio en la altura de la recta tangente a y = f(x) para 
z = a y así para hallar la diferencial de una función z = f(x, y), usamos una terminología 
similar a las de las funciones de una variable y llamamos Az, Ay a los incrementos de zx 
y de y, y para hallar una aproximación de el incremento de z, para el cambio en el valor 
de f(x, y), entre (a,b) y (a+ Azx,b+ Ay) 


Az = f(a+Azr,b+ Ay) — f(a, b) 


consideramos la ecuación del plano tangente a la superficie en el punto (a,b, f (a, b)) que 
sabemos que es 
of 


á = flab) = lab) (oa) + Lla bu = 


y que por tanto la diferencial de z = f(x,y) en el punto (a,b) se define como el cambio 
en la altura del plano tangente de (a,b) a (a + Az, b+ Ay) y esto no es más que el valor 
de z — f (a,b) entonces 


of of Oz oz 
dz = df (a,b) Sy AL + > Y ar )dz + Em b)dy 
Ejemplo 2.91 Si 
Bað Oz Oz 
2=x%*+y? entonces dz = 2xdx + 2ydy = dx + — dy. 
Ox Oy 
Ejemplo 2.92 Si 
z = e sin(xy) entonces dz = Edo + Sd 


= |eð*t!sin(zy) + ey cos(2y)| dz  |e**! sin(xy) + ea cos(2y)] dy 


Ejemplo 2.93 si 


z = xy entonces dz = A yd + A y)dy = ydx + zdy 
Ox Oy 
Ahora que comprendemos el concepto de lo que es la diferencial se hará un tratado 
más riguroso 
U na función f : R” — R, se dice que f es diferenciable en 7, si existe una función 
lineal T : R” — R tal que 


y en tal caso T(h)= df(z)h. 
La anterior definición es equivalente a: f es diferenciable es x si solo si: 
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1. fla+h)= flo) + T(h) + r(h) 
2. T es lineal. 


n Ir) 


an NT S 


En efecto: Ya que flx+h)-— f(x) -T(h) = r(h) tomamos la norma en ambos lados 
de la igualdad y dividiendo por ||Al| se obtiene: 


|f +h) - f) -T| I 


Al] -ill 
por lo tanto 
tim ARENE E I entonces 
h>0 | h>0 |All 
[fe +h) — f(z) — T(R)|| 


lim 
h=0 Ál 


0, con T' lineal. 


luego esta definición implica la primera 


Ejemplo 2.94 Demostrar que f(x,y) = xy es diferenciable en (x,y). 
En efecto: Hay que demostrar que 


NN) 


m =0 
h>0 ||h) 


f{æ Í h) = f{æ) -T(h) +r(h) conT lineal y 


Pero 


Hu+h) = f((2,y) + (h1,h2)) = f (æt hi, yt ho) = (x + hi) (y + ho) 
= ryt that yhi + hiha = f(x,y) +T(h) +r(h) 


por lo tanto la diferencial es la parte lineal en hi y ha, es decir, 
T(h) =T(h1, h2) = yhi + cha es una transformación lineal en hı, ha 


lr% ll 


y r(h) = r(h,, ho) = hiho la parte no lineal y mostremos que lim =Q; 


o [All 


es decir, lim IA = 


(11,12) (0,0) /h2 + h2 
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Para ello, por el camino (h1,0) se tiene 


hıh 0 hıh 
2. = lim si 0, por lo tanto si lim 2 


lim AAA A 
(hi, ha) 00) hZ h2 h2) >(0,0) 1/1 (h1, ha) ->(0,0) /h2 + h2 


existe, es 0, luego 


hate Jall _ VR? |ha| á al 
(Va VR+R yt- 


entonces 
hiho 


lim ————= 
(h1,h2)>(0,0) 4/ h? + h2 
lrA 

Im 
h>0 [| 


= 0, por lo tanto 


=0 


y así f es diferenciable en (x,y) y 


df =T(h) = yh; + tha = - (x, y)hı + Lia yh = 


o o 
L (oyde + SEC, y)dy 


Si lo hacemos aplicando la primera definición, entonces suponemos que f es diferencia- 
ble en (x, y), y que la diferencial es 


0 of = 
df, y) = ale, y)dz + ae y)dy = yh1 + æha 
y probaremos que 
if) — $66) TI 
h>0 | 


En efecto: 
FHæth)-f{2)-T(R) = f (x,y) + (ha, ha))— f (£, y)-T (hi, ha) = 


= f (x + hi, y + ho) — f(x,y) — T (hi, ha) = (x + hı) (y + ha) — 2y — yhı — zho 
= zy + Tha + yhı + hiha — —xy — yhı — zh = hiho 


por tanto 


sT 
lim LE + = Cul. = lim dahel ¿A =0 (ejercicio) 
420 [Al] — (hi:ha)=(0,0) h? + h? 


por tanto f es diferenciable en (x,y) y su diferencial es 


ð ð 
E y)dx + LEN y)dy = yhı + zh 


df (x,y) = 9 
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Ejemplo 2.95 Demostrar que 


að | @ +y) lel vil , dazi 


|x| + [yl 
0 si (x,y) = (0,0) 


es diferenciable en (0,0). En efecto: 


(hi + ha) [ha] y |hal 


0+h) = 0,0) + (h1,h2)) = f (hı, ha) = 
(hi + hə) |ha] v Ihol 
= 0+04 = f(0,0)+T(h)+r(h 
EVE = #(0.0) + TO) + r(A) 
luego 
F(0,0) = 0; T(h)=0, que es una transformación lineal 


es la diferencial y 


hi + ho) |hil /|h 
r(hi, h2) = a T = z | [hal es la parte no lineal y probemos que 
1 2 


h hi + ho) hil a/ |h 
lim Ir% = 0, mostrando que lim Un 2) [ha] y (hal = 
(hh) (00) [Al (h1.h2) >(0,0) (|h1| + þol) Vh? + h3 


En efecto: Por el camino (h1,0) se tiene que 


hi + h h 
p (hı + hə) [ha] y [həl E E DE 
(h1,ha) >(0,0) (|hy | |hal) yh? +h? d>o|hi| yh? 


por tanto, si el límite existe es 0, ahora 


0 (hi + ho) [ha] y hal a je [hi + hal [hi] yho] E (Ih1] + hal) [hal y Ihol 
(hal + hal) Vh? + há [hil + [haly hi +h [hal] + Ika] VRI + hs 
h h h?,/|h 
2 | il y 2| = v vl 2| < „Íha|, luego 
AN h? 
hi + ho) lhila/lh 
0 < Vr 2) [Pa] y Mo! — 0| < y |hə| por tanto 
(hil +|hal) VR? + hó 


im (hı de ha) ha! V [hol =0 
(na) >(00) (Jhal + hal) VA ERA 
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y así f es diferenciable en (0,0) y 


of 
Ox 


of 
Oy 


of 
Ox 


of 


df(0,0) = T(h) = 0 = 0h, +0hy = % 


7 (0,0)1+ (0, 0)h2 = Y (0, 0)d2+(0, 0)dy 


Si lo hacemos aplicando la primera definición, entonces suponemos que f es diferencia- 
ble en (0,0), y que la diferencial es 


of 
Ox 


<- (0,0)dx + Mo, 0)dy = 0h, + Oh = 0 


df(0,0) = 7 


y probaremos que 


tin £0 + ha) — £ (0) — T(»)|| 
h>0 lA] 


En efecto: 
F(0+h)— f(0) —T(h) = F((0,0) + (hi, ha)) — F0, 0) — Thi, ha) = 


> f (ha, ha) z f(0,0) z T(h,, ha) = 
_ (hat ha) [h] ylhal -0-0 _ (h + hə) [h| v |h] 


(hal + [h2]) (Mal + hol) 
por tanto 
IFO+4 — #(0) -THI _ [CI AS 
lim = ű lim = 0 (ejercicio) 
h>0 li] (1 ha) >(0.0) ([hi] + [hal) VRI + hz 


luego f es diferenciable en (0,0) y su diferencial es 


ĉo, 0)dx + Mo, 0)dy = 0h, + Oh = 0 


df(0,0) = > 


Ejemplo 2.96 Demostrar que 


TY . 
f(x, y) = Pay” (2,1) # (0,0) 
0 si(2,y)= (0,0) 


Supongamos que f es diferenciable en (0,0), entonces 


Lo, O)dz + Lo, O)dy = Odx + Ody = 0 


no es diferenciable en (0,0) 


df (0,0) = 


2.8. DIFERENCIALES T1 


y así, si existe la diferencial en (0,0) es 0, luego hay que demostrar que 


(0) — £(0) 0] _ 


lim 0 
h=0 [All 
Como 
fjær 
= 1,42 h +h? 


Entonces hay que demostar que 


ml y haha 


IM im —0 
h>0 [|h] (hıh2)>(0,0) (h? + h2) VR + h2 


pero si tomamos el camino (h, 0) entonces 


ji hiho i 0 
1m = IM == 
(h1h2)>(0,0) (h? há) yh? thá m0h? yh? 


y por el camino (hi, hi) 


=0 


li h1ha ji h? ji 1 li 1 st 
im = IM ————— = UM ———= = UM —— No Existe 
(hih2)>(0,0) (h2 + h2) Yh? þh?  n>02h2,/2h2  ha=02,/2h2  hm>02|h,|y2 

por lo tanto 


; hiho , 
mi no existe, luego no es diferenciable en (0,0 
(ra) = 00 (hf + hi3) v/h? + h3 goid f (0,0) 


2.8.1 Algunas propiedades de la diferencial 
Propiedad 1 


Si f es una función diferenciable en x = a entonces f tiene derivadas parciales en 
xz = a y en tal caso 


ð ð ð 
df(a) = Vf(a).h = aL (a)hı í s (a)h2 í i (a) 
ð ð ð 
= £ (ajdx; + L lar, +... + a (a)dz, 


Esta propiedad se aplica para demostrar que una función no es diferenciable en a, pués 


dice que si alguna derivada parcial en a no existe, se concluye que f no es diferenciable en 
a 
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Ejemplo 2.97 Consideremos la función 


fa y)= 24 y? si (x,y) # (0,0) 


y calculemos 


ar 0,0) = lim > = lim = limo que no existe 


por lo tanto f no es diferenciable en (0,0). f es difernciable en todos los demás puntos 


Ejemplo 2.98 Consideremos la función 


I sia Á-—y 
f(x, y) = z+y 
0 si £T = —Y 
y calculemos 
ETE 0 ul 
a Y = lim R = lim FR lim que no existe 


por lo tanto f no es diferenciable en (0,0). f es difernciable en todos puntos donde z A —y 
Ejemplo 2.99 
Ya sabemos que la función f(x,y) =xy es diferenciable en cualquier punto (a,b), 


luego f tiene derivadas parciales en (a,b) y 


df (a,b) = La bidx + La, b)dy = bdx + ady 


Propiedad 2 


Toda función diferenciable en a, es continua en a. Esta propiedad es de gran utilidad 
para demostrar que una función no es diferenciable en a, pues también es equivalente a 
que si una función no es continua en a entonces no es diferenciable en a. 


Ejemplo 2.100 f(x,y) = y es una función diferenciable en cualquier punto (x,y), 
por lo tanto f(x, y) = xy, es continua en cualquie punto (x,y) 
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Ejemplo 2.101 La función 
TY i 
=—K si (q, 0,0 
Fla e (x,y) # (0,0) 
0  si(x,y)= (0,0) 
no es continua en (0,0), pues el camino (x,0); 


0 
lim = lim— = lim0 = 0 
(2,y)>(0,0) £? + Y? 22012 20 


y por el camino (x,x) 


fino ¿A A E 
(2) 0.0) 2? + y? #30 2x2 102 
por lo tanto f(x,y) no es diferenciable en (0,0),ya que f(x,y) no es continua en (0, 0). 


Ejemplo 2.102 La función 
y 3 
si x $ —y 
Fay) = i T+Y 


no es continua en (0,0), pues el camino (x,0); 


im 
y por el camino (æ,æ) 


T al 1 
lim = lim — = lim- = 
(2,y) (0,0) £ + Y x—=02x z=>02 2 


por lo tanto f(x,y) no es diferenciable en (0,0),ya que f(x,y) no es continua en (0,0). 


Ejemplo 2.103 La función 
z? 
fle) = ET Á (x, y) # (0,0) 
0 si(x,y)= (0,0) 


no es continua en (0,0), pues el camino (x,0); 


2 72 
lim —— = lim— = lim1 = 
(2,00) T? +Y? z0r? 20 
y por el camino (x,x) 
2 2 
z 


O ia 
(e(0,0) TY y? 250272 #09 


por lo tanto f(x,y) no es diferenciable en (0,0), ya que f(x,y) no es continua en (0, 0). 
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Propiedad 3 


Si existen las derivadas parciales en a, en una vecindad de a y son continuas en a entonces 


f es diferenciable en a y df(a) = Vf(a).h 


Ejemplo 2.104 

f(x, y, 2) = tyz 
tiene derivadas parciales en cualquier punto (x,y,z),en una vecindad de (x,y,z) Y 
además son continuas (x,y, 2), luego f (x,y,z) es diferenciable en (x,y,z) y 


of of of 
d rs KeA 
f(x, y, 2) Ba © V 2)dx + Dy (z, y, z)dy + 57 (x, y, 2Jd2 
= y2dx + xzdy + zydz 
Ejemplo 2.105 
a 
fly) = Á sg“ (2,9) 7 (0,0) es diferenciable en (0,0) 
0 si (x, y) = (0,0) 
En efecto: 
21y* 
ð — Á S (z, 0,0 
0 si(x,y)= (0,0) 
of ru si (2y) # (0,0) 
—— 5 si (z, Á 
a EY) = (2? + y2y d 
á 0 si (x,y) = (0,0) 
además 
Of Of 
1 Sk 
a gz (0 ya que 
4 
lim ið = lim 0 z=0 
(2,4) (0,0) Ox (2,y)>(0,0) (12 + y2) 
pues 
2xy* 2 |x| y? 
i a |- |zļy P coja 
(22 4 y?) (22 4 y?) 


entonces lim E O 
(2,4) (0,0) (12 + y?) 
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y como 


La, y) =2£(0,0) 


(2,y)>(0,0) OL 


ð 
se concluye que La y) es continua en (0,0). 
z 


. óf of l of 

lim —(z,y) = —(0,0), es decir que H(z, 
a Oa a On que 3 (2, 4) 
existe (0,0), en una vecindad de (0,0) y es continua en (0,0). Entonces existen las 
derivadas parciales en (0,0), en una vecindad de (0,0) y son continuas en (0,0) por lo 
tanto se concluye que f es diferenciable en (0, 0) y 


Of Of Of 


En forma análoga demustre que 


En forma análoga se demuestra que f(x, y) es diferenciable en cualquier punto 


Ejemplo 2.106 En forma análoga demuestre que 


A y) 
f(x, y) = EST (x,y) # (0,0) 
0 si (x,y) = (0,0) 


es diferenciable en (0,0) 


mostrando sus existentes derivadas parciales en (0,0), en una vecindad de (0,0) y que 
son continuas en (0,0). 


Ejemplo 2.107 


f(x,y) = sin(x +y) es diferenciable en (a,b) 


pues 
o o 
Eo, y) = cos(x + y); E y) = cos(x + y) 
Ox Oy 
. AÖ Of Of of 
l — = — l — == 
ds OE (x,y) ar eð Y or (x,y) T (a, b) 
y por tanto existen las derivadas parciale en (a,b), 
Of of 
= so Á — b 
AG ) = cos(a + b); > (a, b) = cos(a + b) 
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y además existen en una vecindad de (a,b) y son continuas en (a,b) ya que 


A E af 
Ha AD y a = (0 
o E af 
a y = a cos(x + y) = cos(a + b) = ae b) 
y así f(x,y) =sin(x+y) es diferenciable en (a,b) y 
Of Of 
df (a,b) = ar bidx + y O b)dy = cos(a + b)dx + cos(a + b)dy 
E y 


Propiedad 4 


Si f es una función diferenciable en x, entonces f tiene derivada direccional en x= ( 
por lo tanto si la función no tiene derivada direccional en x entonces la función no es 
diferenciable en x) y además 


V f(x). = IV f{æ)|| [lul] cos 0 
¡Vf (x) || cos 9 


Ejemplo 2.108 Como 
Hoy 2) = tg ð 


es diferenciable en (1,2,3) (propiedad 3), entonces f tiene derivada direccional en 
(1,2,3) y 
D..f(1,2,3) = V/(1,2,3).(a,b, c) = (2,4,6) (a,b,c) = 2a + 4b + 6c 


con 
u = (a,b,c) = (cos 0, cos a, cos y) vector unitario 


Ejemplo 2.109 
fla, y) = Va +y? 


no es diferenciable en (0,0), pues f(x,y) = y 1? + y? no tiene D,,f(0, 0) 


Ejemplo 2.110 Sabemos que 


flosi o E 
0 si(=,y)=(0,0) 
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es diferenciable en (0,0), luego f(x,y) tiene derivada direccional en (0,0) y 
Daf (0,0) = Vf(0,0).(a,6) = 0a + 0b = 0 
Si f es una función diferenciable entonces 
Daf (æ) = V fo) = |V f(x)l| cos 8 


donde 0 es el ángulo entre V f(x) y el vector unitario u, se puede deducir que la derivada 
direccional es máxima si se elige u en la dirección del vector V f(x) (0 = 0) y para hacer 
mínima D,flx) se elige u en la dirección de —V f(x) (0 = 7). En otras palabras el 
vector gradiente V f(x) apunta en la dirección del crecimiento más rápido de la función 
con valor ||Vf(æ)|| , mientras que vector gradiente -V f(x) apunta en la dirección del 
crecimiento mínimo de la función con valor — ||Vf(x)||. 


En conclusión: Si f es diferenciable en el punto (x,y) entonces 

1) Si Vf(x) = 0, entonces D, f(x) =0 

2. La dirección de máximo crecimiento en f viene dado por V f(x), el valor máximo 
de Duf(x) es |V f(x)! 

3. La dirección de mínimo crecimiento de f viene dado por —V f(x) y el valor 
mínimo de D, f(x) es — |V f (x)|| 


Ejemplo 2.111 
Hallar D,f(1,2) en la dirección del vector (2,—3) si f(x,y) =r? +y? 


Como (2,—3) no es unitario entonces lo volvemos unitario, dividiendo por su norma 


2 —3 
„13, l = | ——, — 
uego u ( T =) 


y como f(x,y) =z? +y? es diferenciable en (1,2) 


entonces 
o 2 o —3 
Daft) = ¿ADA AD 


Ejemplo 2.112 


Hallar Duf (Le, 5) si f(x,y,z) = tcosysinz y en la dirección del vector 2i — j + 4k 
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2 -1 4 
; , como 
V21 v21 z) d 


T 
f(z,y,z)=xcosysinz es diferenciable en (1,1, 2 entonces 


Daf (1,7,7) = SL (rat a Dor (am Do con 


En efecto, el vector unitario que necesitamos es u = ( 


4 dx Oy 4 Oy 4 
( b ] ( 2 —1 4 ) 
u = a,b, C) = ; h 
„21 „21 v21 
Como 
Of e . of TN V2 
ar (592) = cosysinz a (1,7, í) a 
of _ ta HO] my 
gara = —TSNyYSIN Z; dy (Er 7) =0 
z) = XCOSYCOS Z; oX ( T 7) = _v2 
0% Y, yY PU mn 5 
entonces 


7 yY2 ya = 
Duf (1,7,7) 2 Cho (a 5) 


„42 2 3 
Y A BR 
21 21 21 
Ejemplo 2.113 
Hallar  D,f(2,-1,1) en la dirección del máximo aumento de f(x,y,z) si 


f(x,y,2) = £y + yz 
En efecto: En (2,—1,1) la D,f aumenta más rapidamente, en la dirección del vector 
gradiente, Vf(2,—1,1), luego 
Vr, y, z) = (y, £ + 2,y); Vf(2,—1,1) z (—1,3,—1) 


y así 


Ejemplo 2.114 Sea f(x,y,z) = £? +4? + 2° 
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a) Hallar D,f(1,2,3) en la dirección del vector (1, 1, 1) 
b) Hallar la dirección en el cual Duf (1,2,3) es máxima y cuál es su valor . 
c) Hallar la dirección en el cual D, f(1,2,3) es mínima y cuál es su valor. 
En efecto: 

Vila na |=(22;24,24) 


luego 


a) 


Df(2,3) = V/(1,2,3).u = V/(1,2,3). | 


Si E 19 
B B AA B 


b) La dirección en el cual D, f (1,2,3) es máxima es 


Vf(1,2,3) = (2,4,6) y su valor es D,f(1,2,3) = ||(2,4,6)|| = v4 + 16 + 36 = v56 
c) La dirección en el cual Duf (1,2,3) es mínima es 
-V f(1,2,3) = (-2,-4,-6) y su valor es D,f(1,2,3) = -/44 16 +36 = — v56 
Ejemplo 2.115 


Hallar D,f(1,3) en la dirección de (1,3) hacia (2,4) si f(x,y) =x*+y? 


En efecto: 
(2,4) -(1,3)=(1,1) yasí u= (5 5) 
luego a ; Er i f i 
Daft) = AAA 


Ejemplo 2.116 


Una partícula rastreadora de calor está situada en el punto (2,—3) de una placa 
metálica cuya temperatura en (z,y) es Tlz,y) = 20 — r? — y?. Hallar la trayectoria de 
la partícula al moverse de forma continua en la dirección de más rápido crecimiento de la 
temperatura. 
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En efecto: Representamos la trayectoria por 
a(t) = x(t)i + y(t)j y un vector tangente en cada punto (x(t), y(t)) 


está dado por 
a (t) = x'(t)i + y (0) 


Como la partícula busca el crecimiento más rápido de temperatura, la dirección de a (t) 


y VT(x,y) = -2xi— 2yj son las mismas en cada punto de la trayectoria, luego 
d d 
= = —21; Mm =—2y con x(0)=2; y(0)= -3 


por tanto solucionando las dos ecuaciones se tiene que 


dz = —2dt; dy = —2dt entonces 

£ y 
lnag = —2t+ kı; lny = —2t + kə entonces 
x(t) = ce? y(t) = ce” entonces 
z(0) ce =2 at). =2* y 
y(0) = ae =-3=>c=-3; y(t) =-3e* 


a(t) = 2e%i—3e 5 y eliminando t se tiene que 
2 2 
r(t) = 2e” = a Sg entonces 
2 
E = gy es el camino 


Propiedad 5 
Si flx,y,z) = cte entonces df = 0 


Propiedad 6 
d(f +g) = d(f) £d(9) 


Ejemplo 2.117 


d(x? + xy) + d(y”) = d(x?) + d(æy) + d(y?) 
= 2xdx + zdy + ydx + 2ydy 


d (x? +zy +y’) 
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Propiedad 7 


Ejemplo 2.118 


d( fg) = fdg + gdf 


d(sinxcosy) = sin gd(cosy) + cos(y)d(sin x) 


Propiedad 8 


Ejemplo 2.119 


= sinr(— sin y)dy + cos y cos rdx 


sin xd(1?y + y) — (1%y + y)d(sin x) 


«(tes 
sin Y 


Ejemplo 2.120 Si 


a) Hallar dz 


sin? x 
= sinz(d(1*%y) + d(y)) — (1%y + y) cos zdz 
= sin? z 
_ sinz(yd(x<%) + x?°dy + dy) — (x°y + y) cos rdx 
o sin? x 


sin æ(2yrda + x?dy + dy) — (1%y + y) cos zdz 


sin? x 


z = f(x,y) =x” +3ry entonces 
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b) Six cambia de 2 a 2.05 y y cambia de 3 a 2.96, comparar los valores de Az y dz. 


En efecto: 


a) 


b) Como 
D=2 


of of 
= (2x + 3y)dz + (3x)dy 


dx = hı = 0.05; y=3; dy = h= —0.04 
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entoces 
dz = (2x2+3=x3)0.05 + (3 x* 2)(—0.04) 
= (13)0.05 — 6(0.04) = 0.41 
Az = f(æth,ytho)— flx,y) = [(Q+0.05,3 — 0.04) — f(2,3) 
= f(2.05,2.96) — f(2,3) = (2.05)* + 3 (2.05) (2.96) — (4 + 18) 
(2.05)? + 3 (2.05) (2.96) — 22 = 0.406 5 
luego 


dz = Az 


Ejemplo 2.121 Aprorimar el cambio en la hipotenusa de un triángulo rectángulo de 
1 


1 
catetos 6 y 8 cm. Cuando el más corto se alarga 7) el más largo se encoge gm 


En efecto: Sean x,y los catetos y z la hipotenusa, entonces z = „1?  y?, luego 


Oz Oz an 
dz = u e a ea VEETA 
B 6 1 8 1 6 8 3 4 
36:64 4 364648 40 80 20 40 
O A 
MES 


1 
Luego la hipotenusa se alarga 50 


Ejemplo 2.122 Hallar el valor aprorimado de 
sin ((1.05)* + (0.9)?) — sin(1? + 1°) 
En efecto: Consideremos la función 


Fx, y) = sin (2? + y’) entonces 


ð ð 
Fia+hi,y+h2a)— f(x, y) = ER Dha E y)ha = 2z cos (x? + y’) hı+2y cos (x? + y’) ho 


Ox 
= 2. (0.05) cos (1% + 1?) + 2. (—0.1) cos (1° + 1?) = (-0.1) cos 2 = 4.1615 x 107? 


Oy 
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Ejemplo 2.123 Hallar el valor aprorimado de 


v/9(1.95)? + (8.1)? 


En efecto: Consideremos la función 


f(x,y) = v9x? + y? pués 


se puede calcular fácilmente 


f(2,8) = V(D(4) + 64 = V100 = 10 


por tanto tomamos 


2=2 y=8; de = hı = —0.05; «dy = h = 0.1 


entonces 
ca Y A (x,y) = Y por tanto como 
Orr RAR Y yr 
f(æth) = fl0)+f(0)h se tiene que 
Fæ hy th) = fy) + (a y) + ayh 
L 1,Y 2 Sl Y, Y Ox Y, y)" Oy z, Yjh2 
of of 
v9(1.95)2 + (8.1)2 = f(1.95,8.1) = f(2,8) + dz = f(2,8) + ag 28) + ag O 8h 
í y 
18 8 A 
=10+ 30 (70.05) + [0.1799 ast que „9(1.95)? + (8.1)? = 9.99 
Ejemplo 2.124 Aprozimar 
27. /1021 


Tomar 
f(z, y) = vz. dy con 1225: y= 1000; Ar =hi=2 ¿Ay = dy =21 
of 


1 
Di að 
df = le, yida + (dy => 7 


pe > (25) 2(1000)5(2) -+ $ (25)2 (1000)=3 (21) is 


of 11 2 
SA hi+:12y 3h = 
Oy 1 an 2 


luego 


vV 27.V 1021 = 25. 1000 + 2.35 = 52.35 
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Ejemplo 2.125 Hallar el valor aprorimado de 
/26.98.v/36.01 
En efecto: Consideremos la función 
Hara) =V2/Y con z= 27, y= 36 
y se puede calcular fácilmente 
f (27,36) = (3)(6) = 18 
por tanto tomamos 


x= 27; dx = hı = —0.02; dy = h = 0.01, y = 36 


entonces 
of = 1 l of z Yx 
ar P y) = ya ve: aye = NÁ por tanto 
of Of 
Huo+hiy+ho) = flo, y)+ ar e y)dæ + aye y)dy es decir 


/26.98.V36.01 = f(26.98, 36.01) ~ f (27,36) + La, 36)(-0.02) + Lor, 36) (0.01) 
6 6 
= 18+ E 0) + ao) = 18.001 


Ejemplo 2.126 Hallar el valor aprorimado de 
(1.05) (2.99)? 
En efecto: Consideremos la función 
fa, y) =y? con r=1,y=3 


y se puede calcular 
f(1,3) = (13)? = 27 


y si tomamos 


Of Of 
dx = hı = 0.05; dy = hə 0.01; ða (x, y) ey” Dy (x,y) = 3x°y 
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entonces 


Q 


f(x + hi, y + ho) f(x,y) + dz; es decir 


f(1.05,2.99) = f(1,3)+ Er (1, 3)ár E Sol 3)dy 
= 27+2(1)(27)(0.05) + (3)(1)(9)(—0.01) = 27 + (54)(0.05) — (27)(0.01) 


29.43 


Ejemplo 2.127 Supongamos que las dimensiones de un paralelipípedo rectangulares cam- 
bian de (9,6,4) a (9.1,6.02,3.9), usar diferenciales para estimar el cambio en el volúmen. 
¿Cuál es el cambio exacto?. 

El volúmen del paralelipípedo de lados (x,y,z) viene dado por: 


Vír,y,2) = zyz 
oV oV oV 


dV = dx 4 dy + dz = yzdx + xzdy + xydz 
Ox Oy Oz 
= 24(0.1) + 36(0.02) + 54(—0.1) =—2.28 luego 
dV = —2.28 


El cambio exacto en el volúmen viene dado por 


Vía + hi, y + ha, z + ha) — Vía, y, 2) = (9.1)(6.02)(3.9) — (9)(6)(4) = —2. 3502 


Ejemplo 2.128 El radio de la base y la altura de un cono circular recto miden 10cm, 25cm 
respectivamente, con un posible error en la medición de 0.Olcm. Utilizar diferenciales para 
estimar el error máximo en el volúmen calculado del cono. 


En efecto: 
2 
V = = e V(r,h) luego 
ov ƏV 277 mr? 
aV = Fr + ap = =3 hdr + -z 4h 
27 


= (10) (25)(0.01) + (100)(0.01) = 6. 2832 


Ejercicio 5 


1. Demostrar que 


0 si (x,y) = (0, 0) 
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no es diferenciable en (0,0). Ind Suponga que f es diferenciable en (0,0) y 
- —T(h 
demuestre que lim 0 del Ae (a)! no es cero 


. Demostrar que 


(2? + y?) sin ær) si (x,y) #(0,0) 
si (x,y) = (0,0) 


es diferenciable en (0,0). Ind Suponga que f es diferenciable en (0,0) y demuestre 
a OA) E ro E T(h)| 

que lim =0 
h>0 lih] 


. Considere la función 


TY 
tegek orar VUEN 
0. si(z,y)= (0,0) 


demostrar que: f(x,y) no es continua en (0,0) y f(x,y) es continua En (1, 2) 

Vf(0,0) = (0,0), Vf (1,2) = (E, 2), D „f(0, 0) existe, Daf (1,2) = ža — žb, 

f(x,y) no es diferencial en (0,0), demostrando que f(x, áð no es Oie en (0, 0) 

LÉ(0 + h) — #(0) — T(A)| 
Al] 


o que lim no es cero y que df (1, 2) = sed — dy 


. Considere la función 


f(x, y) = ni) (x,y) # (0,0) 


O si (z,y) =(0,0) 


demostrar que: f(x,y) no es continua en (0,0), f(x,y) es continua en (1,2), 
Vf(0,0) = (0,0), Da f(0,0) no existe D,f(1,2) = (22, z) . (a,b), f(x, y) no es 
diferencial en (0,0), demostrando que f(x,y) no es continua en (0,0) o que 


lim HOF) — F(0) — T)| 
h=0 lAl 


no es cero y que df (1, 2) = 559 Í + 230 UY 


5. Considere la función 


f(x,y) = Sr (x,y) # (0, 0) 
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3 —4 
y verificar que Vf(0,0) no existe, Vf(1,2) = (53 
„Sa 4b 
25 25’ 


3 4 
que f(x,y) no es continua en (0,0), df (1,2) = z! — 25% 


) , D,f(0,0) no existe, 
DiNL2) y demuestre que f(x, y) no es diferenciable en (0, 0), demostrando 


6. Demostrar que ER: 
fæ, y, 2) = ið > 


es una función diferenciable y hallarla. Ind demuestre que existen las derivadas 
parciales en (a,b,c), en una vecindad de (a,b,c) y que son continuas en (a,b, c). 


7. Hallar la derivada direccional de 
Feyz) = (+t) 


1 1 
en (1,—1,1) enla dirección i+j. Resp Daf (1, —1,1) = Vf(1,—1, 1). ($ 7.0) = 
—6 


„2 
8. Hallar la derivada direccional de 


Hæ, y) = In yz? + y? 


1 E = 
en dirección hacia el origen Resp: — —===—, tomar u = ; 2 
æ? + q? yT? + y? y 12 + y? 


9. Hallar la derivada direccional de 


FE 2) 53 (x gi je 


en (0,1,1) en la dirección hacia (2,3,4) Resp D,f(0,1,1) = Vf(0,1,1). (Ar Ár á) 
—3e 


„17 
10. Hallar la derivada direccional de 
Hay, = ryð + y + ða 


en (1,2,1) en la dirección del máximo aumento de f y en la dirección del mínimo 


aumento de f Resp +Vf(1,2,1) = (5,5,9), v131, —y131 
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11. Hallar la derivada direccional de 
FE Y, 2) = geð 
en (1,2,—2) en la dirección del camino 


a(t) = ti +2cos(t — 1)j — 2eDk 


7 
Resp: -5v5 
12. Aproximar el valor de 


f(x,y) = 20 — x? — Ty? en (1.95,1.08) Resp 2.846 


13. La distribución de temperatura de una placa viene dada por T(x, y) = 9 — 22? — 
y? a) ¿Cuál es el punto más caliente? R.(0,0). b) Hallar la trayectoria seguida 
por una partícula seguidora de calor en la dirección de más rápido crecimiento de 
temperatura partiendo de (-2,1) Resp: x = —2y? 


14. Hallar la diferencial de las funciones: 


a) f(t,y,2) = n?(z?+y?+2?), d)f(x,y, 2) = ryze +osiny+zcosxz c) f(a,y, 2) = aa 
T y 
d)f(z,y, 2) = sin(z?yz)+e? t+] e) f(z,y, z, u) = —— 
T+Y+U 
Á 


Pz, y) = arctan (5) +arctan (5) katana) h) f(x,y,z) = TE 


tdg — 


15. Hallar df(1,1,1) si f(z,y,z) = Á. Respuesta df(1,1,1) = -z3 


q? y? 
1 q V2 d2 
2V2 y 2 


16. Aproximar: 
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a) (1.01) (3.02) (2.9), Tomar f(æ,y,2) =x%y?2 Resp 663, 39 


9) (1.97)? + (2.02) + (1.0), Tomar f(x,y,z) = yz? +y?+z Resp 2,99 
c) (vog VTA) Tomar f(x,y) = (yz + vg) Resp 49.770 


1 — (3.01) 1-3? 1- g? 
d — Tomar f(x,y) = —— 
) 69) Re f(x, y) P 


e) sin ((1.05)%  (0.9)% —sin (1°? +1°) Tomar f(x, y) = sin(z?°+y°) 


17 Sea 
f(z, y) = 2° + 324? 
—i— 2j 38 
Resp: == 
5 ) í 


18 La longitud y el ancho de un rectángulo son 30cm y 24cm respectivamente con 


Hallar D,f(1,2), en dirección hacia el origen (ma u = 


un error en la medida de —— en cada dimensión, usar diferenciales para estimar 
el error máximo en el área calculada del rectángulo y cuál es el error exacto. Resp 
0.54, 0.5401 

19 Si 


f(x,y) = ty— yx y (æ,y) cambia de (2,3) a (1.9, 3.001) 
Compare los valores de df y Af Resp 0.59  .0.5905 


20 Si á 
TY 
Fx, y) = æð + yê Sp 1000) mostrar que 
0 si(x,y)= (0,0) 
Í o,o) = 0; Loo) = 0; Las) existe ; a, 1) = 0 , Daf (0,0) existe; Du f (1, 1) existe, 
f no es continua en (0,0) y es continua en (1,1), df (0,0) no existe; df(1,1) existe 
15 42 15 42 
u , =A 4 2, 1) ===; or 
Daf (2,1) gt gp df (2,1) si 


21 Si 
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y =y) a 
Fx, y) = 22 + y? SI (29) 2100) Hallar 
0 si (x, y) = (0,0) 
Of Of of l o? f , T 
AR a ga MN 3 Es D = tx 
ar 00, 0) 0; 9 (0, 0) ; gray VY no existe; aa) no existe, D,,f(0,0) = ab—b 


f(x,y) es continua en (0,0) y en (1,2) 
22 Hallar la derivada direccional de 
f(x, y) = £? — 3xy en la dirección de la trayectoria y =1*—x+2 en (1,2) 


Ind: 
r(t) =ti+ (P-t+2)j, r(t)=i+Qt-Dj r()=i+5 


luego 


D, (1,2) = Vf(1,2). (52) z -% 


Capítulo 3 


Regla de la cadena 


3.1 Introducción 


En este capítulo, se hace un tratado de la regla de la cadena y sus diversas formas, la 
función implicita, el plano tangente, máximos y mínimos de funciones de varias variables 
y por último el método de los multiplicadores de lagrange, donde cada sección tiene su 
taller de ejercicios propuestos con sus debidas respuestas 

Sea g:R— R una función derivable en ry f : R — R , una función derivable en 
g(x) entonces h(x) = (fog)(x) = fíglx)) es derivable en x y matriz de h puede 
escribirse como la matriz de f por la matriz de g es decir: 


Hl) = ruede) o P-A si u=gle) 


Generalizando el resultado anterior se tiene que si g:R” — IR" es diferenciable en 
xy f:R'” — R es diferenciable en g(x) entonces h(x) = f(g(æ)) es diferenciable 
en x yla matriz de h, (M,) es igual a la matriz de f, (My) por la matriz de g, (M,), 


es decir, si h: R” 5R” ER RP, entonces h(x)= f(g(z)) y 
Mhtoxn) = (Mp)oxm x (Mg)mxn 


Caso 1 Sea 
h(t) = f(x(t), y(0) = f(æ,y) entonces h(t) = f(g(t)) donde h: R SR? > 


y así 


= 
A 


dh 0f0x Bfðy E o) aði 
= g 


dt  Bæðt Byðt  \ ðr’ Oy 


Ses] g 
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Ejemplo 3.1 Si 
of Of _ ¿01 _ , Oy 


2 t : 
x,y) = ty; tt) =e; t) = sint entonces — =2æy, —=% —=€, — = cost 
Fæ,y) =x%y; zq) y(t) ða Y ay J F 


por lo tanto como 


h(t) = f(x(t),y(t)) entonces 
dh  0f0x  Əföy 


dt — 0x0t  ðyðt 
2e% sin(t) + e” cos(t) 


= 2xye* + 1? cost = 2(e sin(t))e' + (e*)? cost 


Caso 2 Si 
h(r,0) = f(x,y) = f(x(r,0), y(r,0)) = f(glr, 0)) 
luego 
h : R S R? ER R entonces 
ðh 0h Of of a E 
A E, = ER r 0 
(a 20)... (ar a 5 Y |” APR 
r 00 
ðh 0f0x  0fOy ðh  0fd0r  Bfðy 


Or Bæðr yðr * 00 Bæðð 0y00 
Ejemplo 3.2 Si 


a Of of 
= A = = a 
h= f(x,y) = +y";  æ(r,0) =rcosð, y(r,0) =rsinð ða 2T, ET 2y 
ðr ðy ðr f ðy 
gp — 080, a ne, að 7 rsinð, ag Tee 
entonces 
ðh _ ðf _ Of0x | Of _, dea Oy 
ör — 0r ddr Byðr r Yar 
= (2rc0s0)cos0 + 2rsin0sin0 = 2r, luego 
ðh 
a a 
y 


ðh  öf _0f0x öfðy „ ðt a Oy 
00 00 0109  0y00 “00 00 
= 2(r cos 0) (—r sin 0) + 2(r sin 0)rcos0 = 0, luego 
Oh 


00 


=0 
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Caso 3 Si 
z(r, 0, v) = Fæ, Y, z) = (a(r, 0, v), y(r, 0, 9), z(r, 0, v)) 
entonces 
ðz öf om sf OY Əfəz 
Or r Bæðr 0y0r ðzðr 
ðz of 0f0r öfðy Bfðz 
00 00 0:00 Byðöð 0200 
ðz of  öfðz 0f0y  0fo0z 
09 09 0100  Byðð 02:00 
R 5 R ÍR 


y en forma matricial se tiene que z : 


(r,0,0) > g(r,0,0) > f(g(r,0,0)), 


(M.) 3 (Meis ÉS (Mola xs 
ðr ds 
_ (2 z d) (of £ an, (3 2y 
oo Xóor 0000)  \ðr’ y’ Oz Jr að 
sí Er 
Ör oð 
Caso 4 Si 
LE Hæ, y) = f(x(r,0,0,t), y(r,0,0,t)) 
entonces 
Oz ðf 0f0xr 0fO0y 
ör r Bæðr ðyðr 
ðz ðf 0f0x Öfðy 
00 0900 0:00 Byðð 
Oz ðf  0f0x Öfðy 
09 00 09109  0y0% 
dz . „of -.OfOx :0f0y 
ðt ôt 0x0t  0y0t 
rt 2 R ÍR 


y en forma matricial se tiene que z : 


luego 


(r, 0, v, t) E g(r, 0, v, t) = (g(r, 0, Ò, t)), 
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z= f(glr,0,0,8)) y así 
(MM) 4 = (Mp)ixo X (Mora 


Ox 0x x ðr 
Oz Oz Oz Oz ES of of Z Br 20 Y 
ðr’ 090 00” ðt ðx’ Oy y oy Oy Oy 
Or 00 ð ðt 
Caso 5 si 
w = f(x, Y, z) = Hatr, 0, Y, t, s) y(r, 0, v, t, 8),2(1,0,0, t, s)) 
ðw 0f 0f0x Öfðy 0fo0z 
Or ðr Bæðr 0y0r ðzðr 
ðz Of. 0f0%.:0f0y.. OF Oz 
00 00 0100 01400 020 
ðz _ öf _0f0x 0f0y  0f0z 
00 09 09100  Byðð ' 0:00 
ðz _ Əf _0f0x 0f0y Öfðz 
ðt ðt Bæðt Byðt  ðzðt 
entonces 


w:RE2 RSR 


w = For s)), 


por tan to (Mw)ix5 = Mis x (lg) ars 


Ox Ör 0x Ox ozr 


— Bu Bw Où O Of 2N y n dy 


Cy ey, =p y 
ðr’ 80’ 8V’ Ət’ ðs ðr’ ðy’ Oz ár 90 Y Qt gs 
z z oz 0z 02 
Ör 0 


Ejemplo 3.3 
w = f(x,y,z) =r +y -2 


æ(r,0,ð,t,s) = e™*0; y(r,0,9,t,s) =sin(rð) z(r,0,9,t,s) = rst 
entonces 


the” e 0 Gre 0 
) = (21,2y, -22) x |0cos(r9) rcos(rð) 0 0 0 
0 


ðw ðw ðw ðw ðw 
aðr’ 00’ 8V’ 0t” ðs 


st 0 rs rt 
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the”! et 0 re* 0 
= (29e™,2sin(r), —2rst) x |Ocos(rð) reos(r9) 0 0 0 
st 0 0 rs rt 


luego por ejemplo: 


a = (20e™) (t0e"*) + 2sin(rð) (0 cos(rð)) — 2rst(st) 
a = (20e™) (0) + 2sin(r9)(0) — 2rst(rt) 


Ejemplo 3.4 Si 
z = f(x,y); xz=rcosð, q =rsin0 


NON ANO 
(ör) + (æ) = (ör) +5 la) 


En efecto: Como z = f(x,y) = f(x[r,0), y(r,0)) entonces 


Mostrar que 


Of  0f0r  Öfðy Oz  öfðz 0fOy 
Or ðæðr  ðyör Ü 04 0:00 09400 
Como 5 E A A 
ab: Pa aði LA 
DR os 0; Ər sin 0; að rsinð; að r cos 
entonces 
A a a a a ðf. 1? 1ıfəf l ðf á 
(5) Eo (5) = FS ri ta ar a 
[of ÓN Of,. Of E 
= 3 cosg + S£ sino + |- ár ino) + a (0050) 72 


2 2 2 2 
= (5) cos” Ma cosósinó+ ( 22) sin’ s+ (32) sin” LL cos O sin or (9) cos? 0 
x x Oy Y T T OY yY 


2 á i 
= (3) (cos? 9 + sin? 9) + (5) (sin? 9 + cos? 9) = (5) + (5) así 


Eso EN LIN (OR 
ar) +7 (05) = (ör) + (55) 
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Ejemplo 3.5 Si 
w = fl2,y)= f(x(r,0),y(r,0)) sabemos que 
ðw Of 0fór 0fo0y 
Or ðr Bæðr ðyðr 


Como 9 
ar El 0), yr, 0))) 


tiene la misma característica de f(æ(r,0), y(r,0)) entonces para calcular su derivada con 


respecto ar y að, hay que aplicarle a Sr la regla de la cadena como a f es decir, 
ð (Əf\ . 9 (Əf\ðxzr 0 (Of) Oy Pfəðr f Oy 
Or (£) OL (51) Or ðy (51) ör  ðæ%ðr  ðyðaðr 
ð (ON 09 (Əf\ðxs 0 (Of Oy fðr Hf Oy 
00 (5) Ox (5) 00 ` Oy (5) 00 01200  Əyðx 00 
ð (ON 9 (Əf\ 0 9 (Of Oy Pf 0x 0 f0y 
Or (5) Ox (5) Ör Oy (5) Or  ðæðyðr - Oy? 0r 
ð (Əf\ — 8 (Əf\ðxs a (Əf\ðy Ef ðr föy 
að (5) Ox (5) 00 ` Əy (5) 00 0910400 ` Oy? 00 


y así podemos calcular 
of of o? f of 
ðr? ° 9 ° örðð ” 30ðr 


f a (Əf\_ Ə (ƏðfƏðx Bfðy) Ə (Əfðr\ Ə (Of Oy 
ðbðr — ð (5) 00 (o | ið 00 (Hz) 00 (53) 
ð (0 Ox Bfð (0%) 09 (Of Oy Bfð (Oy 
að (5) Or 0100 (5) 00 (5) Or * 0y00 (5) 

_ [2 (Əf\ðxr a (Əf\3ðy]|əxr f Px 
E (5) 00 ` Əy (2) A Or ` 01 000r 


(a) aa + ps (25) m5 * 250 


así: 


dx Á Oy) Ə By By) 00| Or * dy 000r 
_0Of0r0r f 0yd0x 0f Ox  0f0r0y 0'f0y0y 0f Oy 
~ Ər? ðb ðr ` Əðyðxðð Ər  0x000r ` Əxrðy ð Ər ` dy? 00 Ər  ðyð0ðr 
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Ejemplo 3.6 Si 


z = f(x,y) =z? +y? +2ry; x(r,0) = rcosð; y(r,0) = rsinð 


Luego 
z(r,0) = (rcos0) + (rsin0) + r? sin 20 = r? + r? sin 20 
por tanto 
of o (ðf o | 
3007 30 (5) = að (2r + 2r sin 20) = 4r cos 20 
luego 
of 
A A 
apr r cos 20 
Ahora por la regla de la cadena como 
of Of of i 
ASA f Saa 0 O, 2r: ni) 
Ox A Ox? E Oy A Oy? 
o = 2: a ; Oai ið 
ðyðr |  ðrðy | r R 
Ox Oy Pz ð (ðr) ə N 
a~ —r sin 0; 20 = r cos 6; 308; — 00 (5) = 50 (cos 0) = — sin 0 
oy o (ðf o. 
ðdör `~ 00 (5) gg NE 
así: 
f  0Of0rd0r 0%f yðr 0f 0%x of Bæðy 0f0ydy 0f y 


000 02 000r ' ðyðx 00 ðr ` 0x000r  Bæðyðððr ` dy? 00 ðr Oy 000r 


= (2)(—r sin 0) cos 0 + 2r cos 0 cos 0 + (2(r cos 0) + 2r sin 0) (— sin 0) 
+2(—r sin 0) sin 0 + 2r cos 0 sin 0 + (2(r sin 0) + 2r cos 6) (cos 0) 

= -—2rsin09cos0 + 2r cos? 0 — 2r cos 8 sin 8 — 2r sin? 0 
—2r sin? 9 + 2r sin 8 cos 0 + 2r cos O sin 0 + 2r cos? 0 


= 4rcos? 0 — 4r sin? 0 = 4r cos 20 


Como 


2 
a = 2 (55) = (2r? cos 20) = —4r? sin 20 
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y si aplicamos la regla de la cadena, deducimos que 


PF 9 (0 0 (0f0% Bfðy) 09 [(OF0Y 9 (Of Oy 

de 00 (55) 00 Es | a) 00 (5-95) 00 (555) 
0 (of'yðs . 00%. ið (Of0yN of Ey: 
að (5) 00 ' 0x 007 ` 00 (535) - ðy ð 

a O OTAN 0. 0: (OP 09 | Ox OTO 

E É (2) 00 ðy (2) > 00 0100? 

90 ([OfY 0x ð (OfY Oy ðy 0f0y 

| E (5) 00 * dy (5) > 00 Əy 00? 


PIAN Pf O0yd0x 0f%x Df Bæðy E uN 010y 
Da? (5) -0y9x 0000  0x00? ` 0x0y0000 ` Oy? (3) -0y 00? 
= 2r?sin?9 + 2r cos 0(—r sin 0) + (2r cos 0 + 2r sin 9)(—r cos 0) 
+2 (—r sin 0) (r cos 9) + 2r? cos? 0 + (2r sin 0 + 2r cos 9) (—r sin 0) 


= 21? sin? 0 — 2r? cos 0 sin O — 2r? cos? 0 — 2r? cos 6 sin 0 — 2r? cos O sin 0 


+2r? cos? 0 — 21? sin? 0 — 2r? sin 0 cos 0 


= —8r?*cosÓ sin 0 = —4r? sin 20 


En forma análoga mostrar directamente y por la regla de la cadena que 


f 


örðð = 4rcos 20 
9? 
zi = 2+2sin20 
En forma análoga si 
w = f(x,y,z) = zyz; =rcosésinp, y=rsinĝsiny z =r cosy 


por medio de la regla de la cadena hallar 


Pf Pf Ef Ef Ef Ef Pf 
ðr?” 90? * 9pOr * Og?'Orðp * rð * Bpöð 


Ejemplo 3.7 Dos objetos se mueven por las curvas, el primero por 


zı = cost; y =2sint 
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y el segundo por 
£2 = 2 sin 2t; Ya = cos 2t 


¿A qué ritmo está combiando la distancia entre ellos cuando t = 1/2? 


zı = cost = costT/2=0; yı = 2sint = sin T/2 = 2, £2 = 2sin 2t = 2 sinr = 0; 
o 
Y2 = cos2t = cos7 = —1, 52 = —sint = —sin 7/2 = —1 
o o o 
E O E = 4, L T E E E O 
Ot Ot 2 Ot 


La distancia entre ellos viene dada por: 


s= yle- 0 + (92 91)? = y (00 + (1-27 =3 


Os = — (12 — 21) j ðs e — (ya — yi) _ —3 
om y (e = HA a (Ya = y) O y (e = r) + (ya = y) 
2s = (£2 z 21) = 0, o — (ya > vi) = 3/3 
ta laa + u-n) v lea- + (my) 


luego 


ðs KS Os xı Os Ox ðs Oy ðs Oya 
ðt — 0x1 ðt ` ðr ðt Oy, ðt ` Oya Ot 


0.(—1) + 0(—4) + (—1)(0) + (1)(0) = 0 


por lo tanto la distancia entre los dos objetos no esta cambiando 
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Ejemplo 3.8 El volúmen v de un cilindro circular recto de radio r y de altura h es 
V = rr?h. Si el volúmen aumenta a razón de T2rcm?/min, mientras que la altura 
disminuye a razón de 4em/ min .Hallar la razón de aumento del radio cuando la altura es 


de 3cm y el radio es de Gem. 


Solución: 
dV  ðVðr Vəh dr dh dV dh 
= | = 2nrh— tm — = T2 — = 4 
in an a a "Pa a 
en 
dr dr dt at 727 — 1(36)(—4) 
entonces despejamos — para obtener = = = 


dt dt 27rh 3677 
1267 a 
SE em / min 
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Ejercicio 6 solucionar los ejercicios siguientes 


1. Si 
2=10—30Y, a = we", y=ue * mostrar que 
o o 
LL — Quer — l5ute””, L Z ue? Late” 
du Ov 
2. Si 
z = f(x,y); £ = ue”, y=ue™ mostrar que 
Əz _ df uo a daer Eue 
= =e + >e”, = Tue 
ðu dx dy ðv dz d 
3. Si 


w= f(p,q,r); ple, y, z) = e; qlx,y,z)=x°y y r(z,y,z)= (2? +y +2?) 


mostrar que 


ðw df yz df df 5 3 

A E tyz 0) TAN 

Ox dp dq T dr iS 
ðw df á df > dfa, a á 
— = ze" í 22? + y y 
Oy do dq dr a ) 
ðw df yz d If 3 3 
S y oy ala y+ 
Oz dp + dq il d a 


4. Si 
w = ty +yz Þar, tært y=", z=ťr 
mostrar que 
o 
S- = et + 2r treet t rbet y te 
m 
o 

% = ret + 3r tP + rote? +r et y opte?t 
f(z, Y, z) = LY F yz + zt, L= xlr, 0, ), y = y(r, 0, ), A z(r, 0, p), 
of of of 07:07 07 
ðr’ 0’ ðp’ ðr?’ 96?” Oröð 


Ind saai a a Ne ðf əx 0f0y 0f02N _ 
A A Or Á Ör öriðæðr  ðyðr ðzðr 


= ó (ðför\ Ə (ðfðy\ Ə (əƏfəz 
~ ðr\ðrðr) ðr\ðyðr) ðr \ðzðr 


Hallar 
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ER OO. 0 COL ON OO OAO VO ONO 
~ ðr \ ðr) Or ðæðr? ` OorN0y) Or Byðr? ` ðr \ðzj)] Or Bzðr? 


O SA TI ST ER 08 | a Low, 
~ [ðx \ðx) Or ' 0y Ox) Or ' 021 0x) Or| Or * Ox Or?” 
0 (Of 0x:.-0 f0fN Oy, .0 þðfyiða|:dy or oy 
Bæ dy) ðr  0yLN0y) ðr * 02 0y) ðr| Or yðr? 


0 (Of 0x0 (0 0y 0 (011 02] 02 OfO0% _ 
0xXO0z) Or ðy\ðzj Or * 0202) Or| Or Bað? 


(1 +2) 


| | já rr ör Bið 


_[0y ðz|ðz E = or 0z hoy y [əx Əy] əz 
Or ðr I A PAN 


6. Si 
u = f(x,y); x = ef cost, y = eð sint 


Demostrar que 


7. Si 
= f(x,y), x =s +t, y= s — t, demuestr ye dz "2 0202 
z= f(x,y), 1=8+t, y=s- t, demuestre que | 5> D) -Isot 
8. Si 
u = f(x,y); x = e" cost, y = e" sint 
entonces 
ou Pu _ a» [9u Pu 
NOT ar Í op 
9. Si 


demostrar que 
Fu Fu 0%. Lou 10u 


dy? ðr? "1298 rðr 
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10. Sea 
h(x) = f(g(æ)); g= (91,..., 9n) 


es un campo vectorial diferenciable ena, f en un campo escalar diferenciable en 
gla) =b; Demostrar que 


Vh(a) = > Dif (b)Vgu(a) 


k=1 


11. Sea 


lay) = (x — y + z)i + xtyzj +4 zyk y 
Fc, y) = eti + sin(y + 20)j, glu, v, w) = (u + 20° + 3w°)i + (20 — u?)j 


a) Hallar las matrices jacobianas de l,g, f b) Calcular h(u, v, w) = f(glu, v, w)) 
c) Calcular Dh(1,—1,1) Respuesta 


1 —1 1 ert2y 2ett2y 
Mi=| yz tz Ty M; = | | 
0 2 de 2cos(y + 2x1) cos(y 22) 


1 4w w? 
wela 2 d 


h(u,v,w) = f(g(u, v, w)) = ett? +30%+40-2u%; 7 sin (2v — u? + 2u + 4v? + 6w) j 


—3 0 9 
Mh(1,-1,1) >| 0 —6cos9 B áð 


12. Hallar la matriz jacobiana de f(x,y,z) = 11 + yj + zk Res 


13. El cambio de variable 


z=u+v; y =uv? transforma f(x,y) en g(u,v) 


Calcular 
0g = ið OA 
Buðu NA Oy 0x ðr? 0y? Bæðy yðr ACSS 
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14. El cambio de variable 


a) Mostrar que 


du Ox Ðy dv ðr“ dy" 
Oy = Of 2 2 ef f əf 
ðuðv ae (u TR ) Ozðy aT da 
b) Si 
2 2 
IV f(x, y | = 2 hallar ayb tal que a (5) —b (2) =u*+w* Resp a= 1/2,b = —1/2 


15 Suponga que se calienta un cilindro circular recto sólido y que su radio aumenta a 
razón de 0.2cm/hora y su altura a 0.5cm/hora . Hallar la razón del aumento del 
área con respecto al tiempo, cuando el radio mide 10c y la altura 100. 


se d Os d Os dh 
s  Osdr ðs E 3 
ii rúti ' Bhdi 587em“ / hora 


s =21rh + 2rr?; 


16 La altura de un cono circular recto es de l5cm y está creciendo a 0.2cm/ min .El 
radio de la base es de 10cm y decrece 0.3cm/ min .¿Con qué rapidéz está cambiando 
el volúmen del cono? 


Ind: 
1 1 dV Vdr 0Vdy "On 


V, = = da EE 2h, = i A 3 ; 
S Un e e Tu 


3.2 Función Implícita 


En esta sección, se explica el concepto de función implicita, la segunda diferencial y 
se presenta una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una sección de ejercicios 
propuestos con sus debidas respuestas 

Una aplicación importante de la regla de la cadena, es que sirve para determinar la 
derivada de una función definida implicitamente. 
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Cuando el gráfico de la ecuación, 
F(x,y) =0 


representa en el plano una curva que no es una relación funcional, es posible subdividir 
esta curva en subcurvas que representan funciones, como por ejemplo, en la ecuación 


r’ +y -4=0 
cuyo gráfico es una relación no funcional, se puede dividir por ejemplo en dos funciones : 
f(x) =v4-x? y g(1)=-—v4- 2 


Es evidente que si algún punto (x,y) satisface a f(x) y a g(x) entonces éste punto satisface 
la ecuación 
r’ +y -4=0 


y en casos como estos, se dice que 
f(a) = V4- að y g(£) = -V4— a? 
estan definidas implicitamente por la ecuación z? + y? = 4 y en general, la ecuación 
F(x,y) = 0 


define una o varias funciones implícitas si : 
1) F(x,y) = 0 representa una relación no funcional y 
2) Existe y = f(x) tal que F(x, f(x)) =0 para todoteD 
Supongamos que x y y están relacionados mediante la ecuación 


Flx,y)=0 


d 
donde se supone que y = f(x) es una función derivable de x, para hallar T consideramos 
z 
la función 
w = F(x,y) = F(z, y(x)) 


entonces 


dw _ OF ðr ÓF dy _ OF , „OF dy 
de ðxr'ðx Byðr 01 Oy dz 


dw 
y como w = F(x,y) para todo x en el dominio de y(x), entonces — = 0 y así 


dx 


dw ör F dy _ 


de ðr ` Oy dz 
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entonces 


oF 
A 
dx Or 
dy 
A manera de ejemplo 
Ejemplo 3.9 Consideremos la ecuación 
q ul y E 4 


, | dy . | 
que representa una relación no funcional y calculemos Ja la derivada de la función 
z 


implicita. 


La derivada de la función implicita la podemos calcular de 3 formas: 
1) Aplicando la conclución anterior 


si 
n= y t=0 


2) Por diferenciales, aplicando diferenciales en ambos lados de la igualdad, se tiene 
d(x? + y? — 4) = d(0) 


para obtener 
2xdx +2ydy — 0 = 0 


y dividiendo por 2dx la igualdad, se tiene que 


y así 


dx Y 
3)Por derivación implícita, como y es una función de x, entonces 


a+ y (2) =4 
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y derivando ambos lados de la igualdad con respecto a x se tiene que 
21 +2yy (x) =0 
luego 5 
, 
y (u) = y 
En varias variables el trabajo es muy análogo, pués si por ejemplo el gráfico de la ecuación 
F(xz,y,z)=0 
es una relación no funcional que define a z como función de x y de y, entonces 
F(x,y, z(x,y)) =0 
y para hallar las derivadas de la función implicita 
Oz Oz 
ðr | dy 
aplicamos la regla de la cadena primero derivando con respecyo a x la ecuación : 
F(x,y, z(x,y)) =0 
para obtener 


OF ðx öF ðy OF 0z _ OF OF — oF öz 


Ox 0x By ðr ðz dx ðr ðy T a 
y de aquí 
OF 
ðz Ər 
ðv 0F 
Oz 
y derivando con respecto a y la misma ecuación se obtiene que 
OF 0x OF 0y F 0z ÖF OP ia _, 


dx Oy By Oy 02 0y Bæ By 02 0y 


y de aquí 
OF 
Oz Oy 
dy  9F 
Oz 


A manera de ejemplo 
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Ejemplo 3.10 Consideremos la ecuación 
a? + y? +z = 18 


Sr . Oz  0z 
que representa una relación no funcional y calculemos — 


dx * dy 


las derivadas de la función 


implicita en el punto (1,1,4). 


Las derivadas de la función implicita las podemos calcular de 3 formas: 
1) Aplicando la conclución anterior 


oF 
ðz Da 22 Oz 2 
Je a > luego ar hb 1) 7 
Oz 
y 
OF 
oz Oy 2y Y oz 1 
=-2 =- ] 1,1)=- 
Oy OF 22 si eS TA t 4 


Oz 
2) Aplicando diferenciales en ambos lados de la igualdad se tiene 
día +y? +2? — 18) = d(0) 


para obtener 
2xdx + 2ydy + 22d2 — 0 = 0 


y despejando dz de la ecuación anterior se tiene que 


22dz = —2xdx — 2ydy 


y así 
Oz oz 
= — — Ídy = | 
dz dx 2 Y yy ay 
luego 
Oz T oz y 


3) Como z(x,y) es funcion de x y de y derivamos la ecuación 


yt (ey) = 18 
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con respecto a x y con respecto a y para obtener 


Oz Oz z 
21+0+2:—=0 í —=-- 
z Zaz yas 2. 
í o 
0+ 2y +22 =0 y así Ter 
Oy Oy Z 


Ejemplo 3.11 Supongamos que z = f(x,y) satisface la ecuación 


r? + ry? — 2? ysb 


o o 
hallar 2 y n de 3 formas diferentes : 
dx * Oy 
1) 
oF 
02 dr 2x2? + y? 
Ox OF La? — 322 + 4y 
Oz 
y 
gr 
ðz Oy _  2ay+4z 
ðy OF 2? 324 4y 
oz 


2) Como z depende de x y de y derivamos la ecuación 
r2 + ry? — z? +4yz-5=0 


con respecto a x para obtener 


Oz Oz Oz 
22? + 22 +y — 32? 4 y E =0 
tz HT a Er Var 
entonces 
(32? — 1222 = = 202? + y? 
Ox 
luego 


ðz č — 2m2? +y 222? + y? 


Ox 322x222 — 4y 02324 4y 


y si derivamos la ecuación 


r2 + ry? — z? +4yz—-5=0 
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con respecto a y obtenemos 


Oz Oz Oz 


2 2 
2 2ry— 3 H4(z y = 
E TN TY a (z Voy) 
entonces 
y 2 0z 
2xy + 4z = (32% — dy — 2x2) — 
dy 
y así 
oz 2xy + 4z 2xy + 4z 


Oy 32? — 4y— 2222 2324 4y 


3) Aplicando diferenciales 
d(x? 2? + xy? — 2% + 4yz — 5) = d(0) 
y aplicando las propiedades de la diferencial obtenemos 
2zz°dr + 224*d2 + y dz + 2æydy — 32°dz + 4ydz + 4zdy = 0 
y agrupando dx dy y dz obtenemos 


(272? + y% dx + (2xy + 42)dy = (—2zx° + 32? — 4y)dz 


luego 
2x2? + y? 2xy + 4z 2x2? + y? 2xy + 4z 
dz = T- e = dy 
—22r1? + 32? — 4y —221? + 322 — 4y 221? — 32? + 4y 221? — 322 + dy 
Oz 2x2? + y? Oz 2xy + 4z 
luego = y = 


dx 2212-32 +4y Oy  2zx2-32+4y 
Si F(x,y,2)=0y x= f(y,z) o y= f(z,z) el tratado es muy análogo 


Ejemplo 3.12 La ecuación 
21? + 24 +22-8r2-2+8=0 
define a z como función de x y de y, hallar d?z 


En efecto: 
dxdx + 4ydy + 2zdz — 8xdz — 8zdx — dz = 0 


es decir 
(4x — 82) dx + 4ydy = (—2z + 8x + 1)dz 
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luego 
4x — 82 4.y 
dz = d d 
Z= 2z + 8r +1 —22+80+1 
4x — 8z 4y 
Des = 
Ge (= E E ra) 
4z — 8 4 
=d| == adr) +d |= 
—22 -8æ +1 —2z + 8r +1 
dr — 8z dr — 8z 
=d dz í d(d 
(1) gr áð 


y y 
dy y d (dy) = 
(n) E E 


4x — 8z 4y 
= d f dy + 0 = 
1 8x ;) FRN da) á 


4x — 8z 4y 
== d = 
a 8x z) f la) 


|(-22 + 8x + 1) (4dx — 8dz) — (4x — 82) (-2dz + 8dx)) de 
(22 + 8r + 1) 

„(22 + 8x + 1) 4dy — 4y (—2dz + 8dx)] dy 

| (22 + 87 + 1) 


y si 1=2, y=0, z=1, entonces muestre que dz = 0 y 


z= [(—2 + 16 + 1) (4dx — 8.0) — (8 — 8) (—2.0 + 8dx)] dz 
g (15) | 


(2 + 16 + 1) 4dy — 4.0 (—2.0 + 8dx)] dy _ 4 (dz) = (dy) _ 4 (dx)? + (dy) 


(15)? 15 15.- "15 


Ejemplo 3.13 La ecuacíon 
F(x — az,y—bz)=0 


con F una funcion diferenciable, define a z como función de x y de y. Demostrar que 
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En efecto: Como z es función de x y de y entonces derivando con respecto a x la ecuación 


se tiene que 


OFÐA OFOB Oz Oz 
Oz 


entonces despejando de la ecuación anterior se tiene que 


Ox 
oz DF 


ðr aDıF +bDF 


y derivando con respecto a y la ecuación 


F(A(x,y), B(x, y)) =0 


obtenemos ngA. DFOB ð ð 
z 2 
| =DF-a—)t DF (1 — b—) = 0 
BAÐ ta RA 
o 
y despejando a de la ecuación anterior se tiene que 
y 
Oz M DF 
ðy aD¡F +bD,F 
por lo tanto 
Oz i oz as aD¡F bD,F Y aD¡F == bDoF =1 
“dx "Oy aD AbD F GDP HDD aD¡F+0D,F 


En forma análoga, demuestre que si 


entonces 


Ejemplo 3.14 Si 
£= ucosv, Y =USINV, z = u? 
Oz Oz 


H A 
allar de y u 
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En efecto: 
r? + y? = (ucosv)* + (usinv) = u? (cos? v + sin? v) = u? =z 


por lo tanto 


i= +y 
luego 
ðz ð a 
Ox y Oy id 


Ahora si aplicamos diferenciales 


dz = 2udu, dx = a = cos vdu—u sin vdv, dy = U h a = sin vdu+u cos vdv 
v 


ðu ðv ðu o 


y de las ecuaciones 
dx = cos vdu — usinvdv dy = sin vdu + u cos vdv 


despejamos du, se obtiene 
du = cos udx + sin vdy 


y reemplazamos en 


dz = 2udu = 2u cos vdz + 2u sin vdy = 2xdx + 2ydy = Cig + LR 
Ox Oy 
luego 
Oz Oz ee 
a a A 


En forma general si 


Ejercicio 7 Solucionar los ejercicios siguientes 


1. Si 
z=u+w, y=u +02 z= u? +u con u £ —u 


Mostrar que 


9% __3 na uai 
e o E e (0) 
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2. La ecuación 
+2 + 2 — 3ryz — 2y +3 = 0 


define a z como una función implicita de x y de y, mostrar que 


de. x’ -—yz ðz 6y? —3zrz-— 2 
Ox ry-2z? % Oy  3(zy-— 2?) 
3. Si 5 
(EÐ 
define a z como una función implicita de x y de y, mostrar que 
Oz P oz 
T— = =z 
Ox Voy 


4. Las tres ecuaciones 


F(u,v) =0, u = ty, v = Vr? + 2? 


definen una superficie en el espacio xyz. Hallar un vector normal a esa superficie 
en el punto z = 1, y = 1, z = v3, si se sabe que D¡F(1,2) = 1, DaF (1,2) = 2 
Respuesta N = (2,1, v3) 


5. La ecuación 
a+z+l(y+2)=6 
define a z como una función implícita de x y de y, mostrar que 


Oz -1 ðz —2y+2) zo 2 
Ox 2y+2z+1 Oy 2y+2z+1 ðæðy (2y+2z+1)3 


6. La ecuación 


define a z como una función implícita de x y de y, mostrar que 


Oz DF z7 2x DF Oz DF Sl 2y DaF 


ðr  DıF+2zD,F y  D¡F+22D2F 


7. La ecuación 
F(x,y,2) =0 
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0?F B Ə? F 
Ox0z  0z0x 


define a z como una función implícita de x y de y, mostrar que si 
entonces 


ör (OF Y” OF OFOF  (0FY PE 
ð?z A 02? Á Ox Ox0z 02 dx  NOz Ox? 


ðr? arð 
Oz 


Oz 
8 Si z=u+v, y=u=0v, z=u? Demostrar que dz = udx +udy por tanto — = u 


Ox 


3.3 Planos Tangentes y Rectas Normales 


Sea F(x,y,2) = 0 la ecuación que representa una superficie, con primeras derivadas 
parciales continuas y (Xo, Yo, 20) un punto de la gráfica de F(x,y,z) = 0, en donde 
VF(2o0,Yo, 20) #0. Si a(t) es una curva diferenciable sobre esta superficiecon a(to) = 
(Zo, Yo, 20) entonces 

VF(x0, Yo, 20) e (to) =0 


es decir, VF (£o, Yo, zo) y A'(to) son ortogonales, por lo tanto VF(æo, Yo, 20) es un vector 
normal a la superficie representada por la ecuación F(x,y, z) = 0. 
En efecto : Como a(t) está sobre la superficie representada por la ecuación F(x,y, z) = 
0, entonces 
F(a(t)) =0 


luego 
L F (alt) = VE aW) ealt) =0 


Ejemplo 3.15 Si z = 1 entonces z — 1 = F(x,y,z) = 0, luego un vector normal a la 
superficie representada por z = 1, es 


OF OF OF 


VE (Y, z) = (ær. dy” 5 ) = (0,0, 1) 


Ejemplo 3.16 Six +y+32 — 20 = F(x,y,z) = 0, entonces un vector normal al plano 


es 
OF OF OF 


VE (1, y, 2) = (5. dy” £) = (1,1,3) 
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Ejemplo 3.17 Si 
2=x*+y? entonces x? +y? -— z= 0 = F(z,y,z) 


y un vector normal a la superficie del paraboloide es 


OF OF OF 


VF(z,y, 2) (e Oy” T) = (2x, 2y, —1) 0 (=2x, —2y, 1) 


Ejemplo 3.18 Si 


z= yz? +y? entonces y1?+y?-2z=0=F(x,y, 2) 


y un vector normal a la superficie del cono es 
OR VOR ðFN\ Y Y 
ðr’ dy 02) `r +y? yr +y 


Ejemplo 3.19 Si x = 1 entonces x — 1 = F(x,y,z2) = 0 luego un vector normal a la 
superficie representada por x =1 es 


VF(2,y,z) = ( 1 


OF OF OF 
VE (7, z) = (5. dy? £) = (1,0,0) 


Ejemplo 3.20 Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la superficie 
representada por 
r? +Y? +2 = 6 en el punto (—1,2,1) 


En efecto: El vector normal del plano es el vector VF(—1,2,1) que es el vector dirección 
de la recta. 

F(x,y, 2) =z? +4 +2 -6=0 
entonces 


vonas (Z OF OF 


—, —, — | = (2x, 2y, 2 VF(-1,2,1) = (-2,4,2 
O = (2,2,22), VP(-1,2,1) = (2,4,2) 

luego la ecuación del plano tangente a la superficie en el punto (—1,2,1) es 

VF(-1,2, De(X Po) = (2, 4, 2)0((x, y, z) Z (—1,2, 1)) =0= (—2,4,2)e(x+1,y—2,z—1) 


es decir 
—2(x + 1) +4(y -2)+2(2-1)=0 


y la ecuación de la recta normal es 


æla z-i 


=2 4 2 
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Ejemplo 3.21 Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la superficie 
representada por 
z=% +y? en el punto (1,2,9) 


En efecto: El vector normal del plano es el vector VF(1,2,9) que es el vector diección de 
la recta. 
Fey) stæ =2=0 
entonces 
OF OF OF 


VFí(z,y, 2) = (Z aros) NN (2x, 3y?,—1), VF(1, 2, 9) z (2,12, —1) 


luego la ecuación del plano tangente a la superficie en el punto (1,2,9) es 
VE(1, 2, 9)e(X ik Po) = (2, 12, -De((z,y, z) z (1, 2, 9)) =0= (2, 12, —1)e(x—1,y—2, z—9) 


es decir 
2(r — 1) + 12(y — 2) — (z - 9) = 0 


y la ecuación de la recta normal es 


Ejemplo 3.22 Hallar la ecuación del plano tangente y de la recta normal a la superficie 
representada por 
zyz = 12 en el punto (2, —2, —3) 


En efecto: El vector normal del plano es el vector V F (2, —2, —3) que es el vector dirección 
de la recta. 
Flx,y,2) =1y2-12=0 


entonces 
VE (zx, y, 2) = o o == (yz, £Z, Ey) luego VF (2, —2, —3) = (6, —6, —4) 
Ort Oy Oz 
luego 


6(x — 2) — 6(y + 2) — 4(2 +3) = 
es la ecuación del plano tangente y 


ra. y+2 z+ə3 


6 —6 —4 


es la ecuación de la recta normal 
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Ejemplo 3.23 Hallar los puntos de la superficie 
z = 3zy — £? — y’ 


en que el plano tangente es horizontal. En efecto el plano tangente es horizontal donde 


AA w E luego 


Ox "dy 
o 
LEE T a) ssi y =x* 
Ox 

d o 
A E, ssi £ = y? 
dy 


por lo tanto y = z? = yf, es decir, y — y? = y(1 — y?) = y(1 — y)\(1 + y + y?) = 0, luego 
y=0yy=1l, y así x = 0, x = 1 luego los puntos son (0,0,0),(1,1,1) 


3.4 Máximos y Mínimos 


3.4.1 Introducción 
En esta sección extenderemos las técnicas para encontrar los valores extremos de una 
función de una variable, a funciones de dos o más variables : 
3.4.2 Definicion de máximo absoluto 
Si f: R” — R entonces f tiene un máximo absoluto en z = a sii 
f(x) < fla) para todo x € Ds y su valor es f(a) 


Ejemplo 3.24 
Huy) =4-0*-y 
tiene un máximo absoluto en (x,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 4, pues 


f(z,y)=4- 2°- y” < f(0,0) =4, para todo (x,y) € R? = Di 


Ejemplo 3.25 
fey sayay 


tiene un máximo absoluto en (x,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 2 pues 


f(x,y) = v4- r? — y? < f(0,0) =2, para todo (x,y) € D¿=4(2,y)/1* + y" < 4) 
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Ejemplo 3.26 
FEY) =-y2*+y? 


tiene un máximo absoluto en (x,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 0, pues 


Hx,y) =-y22+y? < f(0,0) =0, para todo para todo (x,y) € R? = D; 


3.4.3 Definición de máximo relativo 


Si f: R” — R  f tiene un máximo relativo en z = a sil 
Fx) < f(a) para todo x en una vecindad de a y su valor es f(a) 


Ejemplo 3.27 
Huy) =4- að y’ 


tiene un máximo relativo en (x,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 4 pues 


f(x, y) =4- r -y < f(0,0) = 4, 


para todo (x,y) en el interior de la circunferencia x? + y? < 4 que es una vecindad de 
(0,0), f(0,0) = 4, es también un máximo absoluto 


Ejemplo 3.28 


tiene un máximo relativo en (x,y) = (2,y) con y € R y su valor es f(2,y) = 24, pues 
Fx, y) = æ(4— x)(x+4) < f(2,y) = 24, para todo (x,y) en0<x<4 y yeR 


que es una vecindad de (2, y) 
3.4.4 Definición de mínimo absoluto 


Si f: R” — R ftiene un mínimo absoluto en z = a sii 
Fu) > fla) para todo x € Dy y su valor es f(a) 
y Í tiene un mínimo relativo en x = a sii 


f(x) > f(a) para todo x en una vecindad de a y su valor es f(a) 
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Ejemplo 3.29 

fu, y) = (4 2) (1 +4) 
tiene un mínimo relativo en (x,y) = (-2,y) con y € R y su valor es f(-2,y) = —24, 
pues 


Fx, y) z(4 ik x)(x +4) > f(2,y) z —24, para todo (x,y) = (2, y) yy€ R 
Ejemplo 3.30 
flx,y) =lx] + lyi 
tiene un mínimo absoluto en (x,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 0, pues 
f(x, y) = |z| +lyl > f(0,0) =0, para todo (x,y) € R? = Dý 
pero también se puede considerar como un mínimo relativo, si se toma como vecindad de 
(0,0), por ejemplo el interior de |x| +ly| <3 o el interior de |x| +|y| <4 etc 
Ejemplo 3.31 
Fx, y) = 2y 

tiene un mínimo absoluto en (x,y) = (0,0) y su valor es f(0,0) = 0, pues 

f(£,y) = xy > f(0,0) =0, para todo (1,y) e R? = Dy 
pero también se puede considerar como un mínimo relativo, si se toma como vecindad de 
(0,0), por ejemplo el interior de |x| +|y| <3 o el interior de x? +y? < 4 etc. También 

f(x, y) = y > f(1,0) =0, para todo (x,y) € R? =D; 

f(x, y) = “y? > f(0,1) =0, para todo (x,y) € R? =D 


luego en (x,0) y en (0,1) hay mínimo absoluto 


3.4.5 Definición de Extremos 


Los Extremos de una función son el valor del máximo o el valor del mínimo. 
Si f tiene un extremo en x = a, entonces a es un punto crítco o a es un punto frontera 


3.4.6 Definición de punto crítco 


Sea a € Dy, se dice que a es un punto crítico de una función sii V f(a) = 0 y en este caso 
se dice que a es un punto estacionario o f no es diferenciable en a y en este caso a es un 
punto singular. 

Para hallar los extremos de una función lo primero que se hace es buscar los puntos 
critcos y los puntos frontera y buscar algún criterio para analizar si hay extremos o no . 
Si a es un punto estacionario, para hallar los extremos de la función se utilizará el criterio 
de la matriz Hessiana 
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3.4.7 Definición de Matriz Hessiana 
La matriz Hessiana para una función f: R3— R se define y se nota por 
Pf Ef @f 


dx? ðrðy Daðz 
Pf Ef f 


H => 
(7, 9,2) OyOx 9y” Oyðz 
Pf Ef of 
0z0x 0z0y 02? 
Ejemplo 3.32 Sea 
f(x, y) = xy 
entonces 
Pf of 
Bæ? 2y 2 
Oydx By? 


3.4.8 Criterio de la matriz Hessiana 


Sea a € D; , a un punto estacionario de f, es decir, V f (a) = 0, f con segundas derivadas 
parciales continuas en a y H(a) la matriz Hessiana, entonces 

1) Si todos los valores propios de H(a) son positivos, entonces f tiene un mínimo 
relativo en x = a y su valor es f(a) 

2) Si todos los valores propios de H(a) son negativos , entonces f tiene un máximo 
relativo en x = a y su valor es f(a) 

3) Si los valores propios de A(a) son negativos y positivos entonces hay punto de silla 
en 1=4 

4) En otro caso el criterio falla 


Ejemplo 3.33 Hallar los extremos de 
Hu, y) = ty? 


Esta función no tiene puntos frontera, ni puntos singulares, solo tiene puntos esta- 
cionarios, luego 
Of of 
Lemm SE 
Ox Oy 2 


y así 
Vf(x,y) =(27,2y) = (0,0) sii ==0 y y=0 
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por tanto el punto estacionario es a = (0,0). La matriz Hessiana A(x,y) viene dada por 


Pf Qf 
_| ðr Bæðy | (20 [20 
yðr Oy? 
y los valores propios de H(0,0), son las raices de la ecuación 
EA 0 O ANDE AN 
|#(0,0) — AZ| = 0, es decir É 2 | JE Ala 0 á A) =0siià=2 


luego los valores propios de H(0 


„0) son ll positivos, así que en (x, y) = (0,0), hay un 
mínimo relativo y su valor es f(0 


,0) = 
Ejemplo 3.34 Hallar los extremos de 
f(1,y) =3+y*+30y 


Esta función no tiene puntos frontera, ni puntos singulares, solo tiene puntos esta- 
cionarios, luego 
of 2 of 


—=3 3 — = 3y? +3 
T T + əy A Y” + ƏT 


y así 
V flx, y) = (3r?°+3y, 3yY?+3x) = (0,0) sii 3z?+3y =0 y 3y’+3r =0 siia?+y=0 y y+r=0 


por tanto y = —z? y así y +x = qz +r =0 = z(x+1)(xz?— z+ 1), luego z= 0 y 
x=-—1 y como y = —a2?, entonces y = 0, y, y = —1, luego los puntos estacionarios son 
(0,0) y (—1,—1). La matriz Hessiana H (x,y) viene dada por 


O 
_| 012 0rdy | _ | 6x 3 
H(x,y) = of F = | 3 A 
Oydx By? 
Los valores propios de H (0,0) = | á 0 | , son las raices de la ecuación 


|#(0,0) — AZ| = 0, es decir E Alo ES A 00 A= 23 
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luego los valores propios de H(0,0) son todos positivos y negativos, así que en (x,y) = 
(0,0) hay un punto de silla 
Los valores propios de H(—1,—1), son las raices de la ecuación 


=6=A 3 


E a =(6+A)-9=0 


; —6 3 1 0 
|H(—1,—1) — AT| = 0, es decir | 3 ao í || 


sii (6+A-3)6+A+3) =OsiA=-3 yA=-9 


luego los valores propios de A(—1,—1) son todos negativos, así que en (x, y) = (—1,—1), 
hay un máximo relativo y su valor es f(—1,—1) 


Ejemplo 3.35 Hallar los extremos de 
f(z, y) = £? + 3xy? — 152 — 12y 


Esta función no tiene puntos frontera, ni puntos singulares, solo tiene puntos esta- 
cionarios, luego 


ð ð 
302434215 fy 12 
Ox Oy 
y así 
Vf(z,y) = (3z? +34 = 15,62y =12)=(0,0) si 3r? +3y—-15=0 y 


61y-12 = 0 siix?+y?-5=0 y ry—-2=0 


por tanto 
2 A 2, (2 í 4 2 2 2 

== yasí tpy == 0 = ók = -5=0 = zt—52°+4 = 0 = (x? — 1) (x -4)=0 
z z 


2 
entonces x = +1 y x = +2 y como y = — se tiene que (1,2), (—1, —2), (2, 1), (-2, —1) 
z 
son los puntos estacionarios: 
La matriz Hessiana H (x,y) viene dada por 


Pf of 
Ox? 6x 6 

H(x,y) = A E = | Ér á | luego 
Oyðæ  0y? 


H(1,2) = | - a 
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los valores propios de HA (1,2), son las raices de la ecuación 


M 6 12 A A 
|H(1,2) — AI| = 0, es decir E ¿Ao A 19 NS A) —144 =0 
sii (6-A — 12)(6 — A + 12) = 0 si A= —6 y A=18 


que son números Reales son positivos y negativos, por lo tanto hay punto de silla en 
(1,2, f(1,2)) 
2) 
—6 -12 
ni-a =| 6 2) 


los valores propios de A(—1,-—2), son las raices de la ecuación 
; —6 -12 1 0 —6— àA -12 
0, es decir E. y -alo Als Eða 
= (64 A) -—144=0 sí (6+A- 12(6+A+12) =0sii A=6 y A=-18 


¡H(=1,-2) — AZ| 


que son números Reales positivos y negativos, por lo tanto hay punto de silla en (—1, —2, f(—1, —2)) 
3) 
12 6 
si ES | 6 12 | 


los valores propios de H(2, 1), son las raices de la ecuación 


12 6 1 0 12— à 6 
|H(2,1)— AT| = 0, es decir | 6 2-0 IS 6 SAA 


(12 — à) — 36 =0 sii (6-A)(18-A) =0siiA=6 y A=18 


luego los valores propios son todos positivos, por lo tanto hay mínimo relativo en (2,1) 
y su valor es f(2,1) 
4) 


is | E a | 


los valores propios de H(—2, —1), son las raices de la ecuación 


|#(—2, 1) — AZ| = 0, es decir Es sl Al -6 


—6 -12 O  i -6 DA 


(12 +A)? — 36 = 0 sii (6 + A)(18 + à) = 0 sii A=-6 y A=-18 
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son números Reales todos negativos, por lo tanto hay máximo relativo en (-2,—1) y su 
valor es f(—2, —1) 

Recordemos que si f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] entonces f tiene 
máximo y mínimo absoluto en el intervalo. En forma análoga si f(x,y) es una función 
continua en conjunto cerrado y acotado del plano xy, entonces f(x,y) tiene máximo y 
mínimo absoluto en el conjunto. 


Ejemplo 3.36 Hallar los extremos de 
flay)=8+y?-21-2y en Q=((2,y)/0+y?<4) 


1) Buscamos los puntos estacionarios que son interiores a Q 


A sii z = 1 GA y=1 
Ox dy 


por tanto (x,y)= (1,1) es un punto estacionario en el interior de Q 
2) Examinamos la función en la frontera 1? + y? = 4. Para ello parametrizamos la 
curva 1? + y? = 4 como, a(t) = (2cost, 2sint) 0 < t< 27, por lo tanto 


h(t) = f(x,y) = f(2cost,2sint) =4—4cost—4sint 0<t<2r 


y hallamos los puntos críticos y frontera de esta función, luego 


h'(t) =4sint — 4cost = 0 sii sint= cost sii t= 


5 
que son t = —, t = = y los extremos t = 0, t = 27. 


T 
4 
Como (z, y) = (2 cos t, 2 sin t) entonces 


(x,y) = (2cos 7, 2sin í) = (2222) = (v2 v2) 


(x,y) = (20s T asn) = (3232) = (-v2, -v2) 
(x,y) = (2cos 0, 2sin 0) = (2,0) (x,y) = (2c0s27,2sin 271) = (2, 0) 


por tanto los extremos de 


fæst en Q=((1,9)/0 +9 <4} 
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se hallan en (1,1), ( V2, v2) ; (-v2, 2) „(2,0) y para saber cual es el máximo y el 


minimo, evaluamos la función en cada punto así 
US a (va, v2) =4-4/2 $ (-v3, -v2) = 4442 y f(2,0)=0 
luego el máximo absoluto es 4 + 4/2 y ocurre en ( Sl 2) y el mínimo absoluto es 
—2 y ocurre en (1,1) 
Ejemplo 3.37 Hallar los extremos de 
Hoy =w“%+y9 en Q= {(x,y)/2 +y <4} 
1) Buscamos los puntos estacionarios que son interiores a Q 


o o 
PE sii z = 0 E E, 
ox Oy 


por tanto (x,y) = (0,0) es un punto estacionario en el interior de Q 
2) Examinamos la función en la frontera 1? + y? = 4. Para ello parametrizamos la 
curva curva 2? + y? = 4 como a(t) = (2cost,2sint) 0 < t< 27 por lo tanto 


h(t) = f(x,y) = f(2cost,2sint)=4 0<tŁt<2r 
y hallamos los puntos críticos y frontera de esta función, luego 
h'(t)=0 para todo t € (0,27) 


por tanto los puntos criticos son (0,0) , (x,y) = (2cost,2sint) 0<t< 27 y (2,0) 
cuando t=0 y t= 21. 

El valor del mínimo absoluto ocurre en (0,0) con valor de f(0,0) = 0 y el maximo 
absoluto ocurre en (x,y) = (2cost, 2sint) con 0 < t < 27 y su valor es f(2 cost, 2sint) = 
4 


Ejemplo 3.38 Hallar el máximo absoluto y el mínimo absoluto de la función 


f(x,y) = £? — 22y + 2y 


en el rectángulo limitado por x = 0, x = 3, y= 0, y = 2 


Este conjunto es cerrado y acotado, f es diferenciable en él, por lo tanto f es continua, 
entonces f tiene máximo absoluto y el mínimo absoluto 
Los puntos críticos son los puntos frontera y los puntos estacionarios, por tanto 
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1) 

o o 

l e i sii £ = y OF ali x = 1 entonces (x,y) = (1,1) 
ox dy 


es el punto estacionario y está en el interior del rectángulo 

2) Examinamos la función en la frontera, y para ello parametrizamos cada curva 
frontera 

a)siy=0 


f(2,0)=9(1)=1?-0+0=x? 0<z<3, fr)=0 sii x=0 


luego (0, 0), (3,0) son puntos frontera 
b) Sixw=0 
F(0,y) =g(y) =2y 0<y<2 


luego (0, 0), (0,2), son puntos frontera. 
c)siz=3 
F(3,y) = gy) =9—6y+2y=9-—4y 0<y<2 


y (3,0), (3, 2) son puntos frontera. 
d) Siy =2 
f(x,2) = gr) =xz°—4r+4 0<r<3 


entonces 
flr siz=2 


; f(2,2 = 0, luego (2,2), es punto estacionario de esta función y (0,2), (3,2), puntos 
frontera 
Ahora 


fQ,2=0, f(02=4, f(32)=1, f(3,0)=9, ,F(0,2)=4,f(0,0)=0 f(1,1)=1 
luego f(3,0) = 9 es el máximo absoluto y el mínimo absoluto es f(0,0) = f(2,2) =0 
Ejemplo 3.39 Hallar el máximo absoluto y el mínimo absoluto de la función 

Huay) =£ +y -sy+e+y 


en la región limitada por x <0, y <0, x+y -3 
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Este conjunto es cerrado y acotado, f es diferenciable en él, por lo tanto f es continua, 
entonces f tiene máximo absoluto y el mínimo absoluto 
Los puntos críticos son los puntos frontera y los puntos estacionarios por tanto 


1) 
o o 
A E E, LE EEE E, 
ox Oy 
entonces solucionando este sistema se tiene (x,y) = (—1,—1) es el punto estacionario y 
está en el interior de la región 
2) Examinamos la función en la frontera 


a) siy=0 
f(x,0) =gl3)=1344+x -3<x<0 gl(a)=20+1=0 sii x= -1/2 


por tanto el punto critico es (—1/2,0) y (0,0), (—3, 0) puntos frontera 
b)Sizx=0 


FO, y) =9w0)=Y+y -3<y<0 g(y)=2y+1=0 sii y= -1/2 


por tanto el punto critico es (0, —1/2) y (0,0), (0, —3) puntos frontera 
c) si z +y = -—3 entonces y=-3-x 


f(z, —3—r) = g(x) = +(3+ 0) +2—3—x = 3r? +9z+6 g'(x) =62+9 = 0 sii x = —3/2 


luego (—3/2, —3/2) es un punto estacionario y (0, —3), (—3, 0) puntos frontera 
Ahora 


f(-1/2,0) = —1/4, f(0,0)=0, f(=3;0)= 6; f(0,-3) =6, f(-3/2,-3/2)= f=1,-1)=-1 


luego f(—3,0) = 6 = f (0, —3) es el máximo absoluto y el mínimo absoluto es f(—1,—1) = 
—1 

En resumen: 

Para hallar los extremos absolutos de una función continua en una región cerrada y 
acotada entonces 

1) Buscamos los puntos críticos de la función en el interior de la región, hallando los 
puntos donde el V f(x,y) = 0 y donde f no es diferenciable 

2) Hallamos los puntos frontera de la región donde f tiene extremos 

3)Calculamos el valor de la función en cada punto hallado y el mayor valor es el 
máximo absoluto y el menor valor es el mínimo absoluto 


Ejemplo 3.40 Hallar el máximo y el mínimo de la función 


q? + 2y? 
z Ty 


M= y 
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Əf _ (eye (x° +2y°)2(z +y) _ (z+ y) [(= + y)20 — 2(z° + 24°) _ 
Ox (x+y) (£  y)“ 
B 2x? + 2x£y — 2x? — dy? _ 2y(x — 2y) 
(1 + y) (a+ yy 


En forma análoga, 
Of _ 2x(2y — x) 
ðy Fy 


=Q si v = 2y 


por tanto 
o 2y(x — 2 
ll T 
Ox (£ + y) 
asi el punto critico es x = 2y y para analizar si hay máximo o mínimo aplicaremos la 


definición y suponemos que 


q? cn 2y? 4y? g 2y? q? ER 2y? 6y? 
f(x,y) — f(2y,y) > 0 luego — >0 sii -Z >0 
(zx + y)? (3y)? (æty? 9 
2424 2 2424 2 
sii lan S > 0 sii e 2 3 sii 3x? + 6y? > 21? + 22y + y?) sii 2? — 4xy + 4y? > 0 
sii (x — 2y)? > 0 luego 
Fæ y) — f(y, y) =(1—2y) >0 y así f(x,y) — F(2y,y) > 0 
por tanto 
f(u,y) > FQy, y) 
entonces TEF 
a +2y 
f(e, y) = —— cf-y 
) (x + y)” 


tiene un mínimo en (x,y)= (2y,y) y su valor es f(2y, y) = Z 
Ejemplo 3.41 Hallar los extremos de la función 
Hay) =x Y la +y — 1) = æðið + ryt — ry’ 
Of = 3 2,3 9 4 9 Ís 3 3 2 2 
gz UY + Lay" — 22y = xy (3x + 2y — 2) 


o 
= 30 y” + day? — Baðið = a y (3x + 4y — 3) 
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por tanto la solución del sistema de ecuaciones 
xy (3x+2y-2)=0 y 1?*y*(3x + 4y — 3) =0 es (x,0),(0, y), G 5) 


Para el punto (3, 3) , se aplica el criterio de la matriz Hessiana 


6xy? + 2y -2y9  9x%y? + 8xy? — 6xy? 
91*y? + 8xy? — 6xy? Gæðy + 121*y? — 6x*y 


A) = | 


luego 


pa 
| 
NI 
A 
| 
Í 
|= 
olga 
Lo 


por tanto 


={=-A|{=-A|-—=0 
% gA 8 9 144 


entonces A = + — 2145, A= +7v145 + +, por tanto hay un mínimo en (1, % 
144 — 144 144 144 32 


Para (2,0) , (0, y), se aplicará la definición 
En efecto: 


Fx, y) — f(2,0) = f(x, y) — 0 = f(x, y) y miremos donde f(x, y) = y (e+y=1)>0 


Como 
fe, y) = y (rx + y-1) = fy (at y - 1) >0 sii 


y>0y (1+y-1)>06 y<0 y (z+y-1)<0 
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así que 
Fix, y) — f(x,0) > 0 en la franja coloreada 
En los demás puntos 
f(x,y) — f(x,0)<0 

luego en (x,0) hay punto de silla, pues f(x,y) > 0 y f(1,y) < 0 en cada vecindad de 
(x,0). En (0,y) siy<0y para y>1 f(z,y) — f(0,y) = f(x, y) > 0, luego hay mínimo, 
si0<y<1, f(x,y) — F(0,y) = f(x, y) < 0, luego hay máximo y para los puntos (0,0) y 
(0, 1) hay punto de silla 


Ejercicio 8 Hallar los extremos de 


1. 
3v3 
f(x,y) =sinz +siny +sin(z +y) O<x<rm,0<y<rT Resp t =y = 7 E 
Ze 
fx, y) = 21? — 3xy? + y! = (y? — 1) (y? - 21) Resp punto de silla en (0, 0) 
3. 
Fx, y) = eð cosy Resp no tiene extremos 
4. kai 
Fx,y) =1y += +- Resp mínimo en (1,1), 3 
T y 
5. 
f(z, y) = x£? +y’ — 6æy Resp (0,0) punto silla, mínimo (2,2), — 8 
6. 
f(x,y) =x*—3x+y Resp no tiene extremos 
T 
f(x,y) =(a—y+1)? Resp mínimo en y=x+1 
8. 
fa, y) = (1? +y?) elta) Resp máximo en 2?  y* = 1, mínimo en (0, 0) 
9. 


Fae,y) = (3-1) (3-y)(2+y-—3) max (2,2), punto silla en (0, 3), (3,0), (3,3) 
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3.5 Multiplicadores de Lagrange 


En esta sección se explica un método para hallar el valor del máximo o el valor del mínimo 
de una función con restricciones, que es el método de los multiplicadores de lagrange, y 
se presenta una variedad de ejemplos resueltos, al igual que una sección de ejercicios 
propuestos con sus debidas respuestas 

Se llama extremo condicionado de una función f(x, y), al valor del máximo o mínimo 
de esta función alcanzado con la condición de que sus variables estén ligadas entre si por 
la ecuación g(x,y) = 0. Para hallar el extremo condicionado de la función f(x,y) con la 
restricción g(x,y) = 0 se forma la llamada función de Lagrange 


F(x,y, à) = f(x,y) + Aglx, y) 


donde A es el multiplicador de lagrange y se buscan los extremos de F(x,y). 
Las condiciones necesarias para que haya un extremo se reducen al sistema de tres 
ecuaciones 


IF 0f .0g 
Ox Ox 25 
OF əf g 
Oy ðy a Ek 
OF 

ax FE) =0 


de las cuales se pueden deducir los valores de x, y y A. Para probar que en este punto 
hay un extremo, se muestra que d?F < 0, para el máximo y d2F > 0 para el mínimo 


Ejemplo 3.42 La suma de dos números positivos es 8, halle los números para que su 
producto sea máximo 


En efecto, f(x,y) = xy la función producto y la restricción es g(x,y) = z + y — 8 la 
suma de los números, la función de Lagrange es 


así 


oF 

o SS 

oF 

ap rel 
OF 
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luego de las dos primeras ecuaciones se tiene que x = y y reemplazando en la tercera 
+x-8=2xX-8=0siix = 4 = y luego (zx, y) = (4,4). Para conocer el tipo de extremo 
calculamos 
o? F 
Ox? 


ð?F ð?F F 


2 
F= | | | 
d T dxdy yðr dydx a 


(dz)? 


(dy) = 0(dx)?+2dxdy+0(dy) = 2dxdy 


Como z +y-—8=0 entonces dx + dy = 0, luego dr = —dy entonces 

dF(4, 4) = 2dxdy = —2(dx)? < 0 
por tanto hay máximo en (x,y) = (4,4) y su valor es F(4,4) = f(4,4) = 16 
Ejemplo 3.43 Hallar los extremos de 

f(x, y) = 6 — 22 — dy 
con la condición de que sus variables satisfagan la condición 
r’ +y =1 

En efecto: Geométricamente el problema se reduce a encontrar los valores máximo y 


mínimo de f(x,y) =6—2x—4y en la intersección con el cilindro xz? +y? = 1.La función 
de Lagrange es 


así 


OF 

— = —2 + 2Ár = 
z Ax=0 
oF 

— = —4 + 2y = 
T Ay = 0 
oF 5 
— = 1 = 
ON + Yy 0 


luego de las dos primeras ecuaciones se tiene que 


1 2 
Ar=1y Ay=2 entonces A =— = — por lo tanto y = 2x entonces 
tT y 


5 5 
r? +y? — 1 = r? +4r? — 1 = 5r’—1=0 luego 2o y= 20-498 
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Para Z 5 
5 245 1 1 2 
TEO y= Tp A E Z v5 y y: 
ð?F OF o? F ð?F 
2p 2 des | 29 2,9 e 
d Bað (dx) rr y 210 dydx TE (dy) A(dx)* + 22(dy) 
= 2v5(dx)? + 2V5(dy)? > 0 

Lea v5 245 v5 245 a 

luego hay mínimo en (z,y) = pop | ya (y) = SEA hay máximo 


pues 
AF =2X(d1)? + 22(dy)? = -2V5(dx)? — 2V/5(dy)? < 0 


y el valor del máximo es 


„5 245 2V5 8v5 
s(- — }=s. E | E 


y el valor del mínimo es 


5' 5 5 5 


($ 28) 26. #5. 8v5 
Ejemplo 3.44 Hallar los extremos de 
fly)  =36-at—-y49 si r+y=4 
En efecto, la función de Lagrange es 


entonces OF 
— = —2r += 0 
Ox = 
OF 
—=-2y+A=0 
Oy Y 
OF 
— = —4=0 
EN +Y 


luego de las dos primeras ecuaciones se tiene que 
2r =2y=\ por tanto x=y luego “2+y=4=28=4=0st = 


asi geométricamente se puede observar que hay máximo en z =2 =y (d?F(2,2)<0) y 
que su valor es F(2,2) = f(2,2) = 36 — 4 — 4 = 28 
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Ejemplo 3.45 Hallar la mínima distancia del origen al plano 
a+y+z=l 


En efecto, la función a minimizar es 


„(a - +(y-0 + (2-0 = VEF 


que es la distancia del origen al punto del plano (x,y,z). En lugar de minimizar la función 
y 12 +y?+ 22, minimizamos la función 1? +y?+ 2? y a la respuesta obtenida le sacamos 
la raíz; luego la función de Lagrange es 


F(z,y,2, A) = f(2,y, 2) + Ag(x, y, 2) = x° f y 2? f A (x f yY f z— 1) 


entonces OF 
I ENEN 
T = 23y+A=0 
E =24A=0 
á =a+y+2-1=0 


de las dos primeras ecuaciones se tiene que 
2x = 2y = 2z = —À 
por tanto xz = y = z, y así 
rtty+z—-l=zrz+r+zr—1l=3r-—-1=0 sü r= =y=z 


por tanto la distancia minima es 


¡SOI 


Ejemplo 3.46 Hallar las dimenciones de una caja inscrita en 


ay =1 


de tal forma que su volúmen sea mínimo 
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En efecto, la función de Lagrange es 


F(x,y, 2,4) = f(x, y, 2) + Aglz, y, 2) = 8ryz +A (z? +y?+2-1) 


entonces OF 
— =8y2 + 2z = 0 
ox 
oF 
— = 8rz + 2y = 0 
dy 
oF 
— = 8ry + 2z = 0 
oz 
oF 
JA =z? +y +z? -1 
de las tres primeras ecuaciones se tiene que 
8 8 8 8 8 
Á A a —A por tanto A entonces y? = 1? entonces 
2x 2y 22 2x 2y 


y = +x por tanto y = y como 


Stz Sry 2 2 
Em = pA entonces y” = 2% entonces y = +z por tanto y = z 
y 2 


luego (x,y,z) =(1,1,1) y así 


3 
L Hy 1 = að rað -1=32ð—-1=0 EÐ) 


y así volúmen mínimo es 


3 
p| 8 v3 v3) E E 
A o 
Ejemplo 3.47 Demostrar la desigualdad 


> yoy si 1>0,y>0 z>0 


En efecto, buscamos el máximo de f(x,y,z) = yz six+y+z =s. La función de 
lagrange es 


Flzx,y,2,4) =1y2+ Ax +y+2- 8) 
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luego 
®t L yz4A=0 
Oy Strt A=0 
Á =aytA=0 
oF 


m =rt+y+z-s=0 
ðA d 
de las tres primeras ecuaciones se tiene que 

yz = tz = ty = —À 


luego y = xz, z = y así que (x,y,z) = (x,x, x£) por tanto 


S 
x+y +z -— s= 3x — s = 0 entonces Caa luego 


3 3 
>) (==) > f(x,y,z) = zyz 


y asi 
T+FYHZ 


3 > Y/TYZ 


Ejemplo 3.48 El plano + y+2 = 12 interseca al paraboloide z = x? +y? en una elipse. 
Hallar el punto más alto y más bajo de la elipse. 


En efecto, la función de lagrange es 


Flx,y,2,4,u) =2+ Al +y+2- 12) + ula? + y? — z) 


luego P 
F 
— =\A+2ur=0 
Ox 
NO 
Oy 
OF 
—=1+A-u=0 
T + u 
OF 


E E 
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öF 
—=Yw4+y-2=0 
ðu 


de las dos primeras ecuaciones se tiene que x = y entonces x? + y? — z = 2r? — z = 0 
luego z = 27? luego 
r +y+z-— 12 = z+ x +27 = 12 = 0 por tanto z? + x — 6 = 0 = (x + 3)(x = 2) 
z=-—3 y z=2 por lo tanto (x,y,z) = (2,2,8), (x,y,z) = (—3, —3,18) y 
F(2,2,8,4,4u)=8,  F(-3.,-3,18,1,u) = 18 
luego 
(x,y,z) = (2,2,8) es el punto más bajo y (x,y,z) = (-3,-—3,18) es el punto más alto 
Ejemplo 3.49 Hallar el valor máximo y mínimo de 
flx,y,2) =1+2y+32 
sobre la curva de intersección de 
r’ +y =2 y y+z=1 
En efecto, la función de lagrange es 


F(x,y, z, à u) = z + 2y + 3z + Ma? +y? — 2) + uly +z -— 1) 


Á 142A = 0 
7? F2yYA+u=0 
Á =34u=0 
= r +y —2=0 
Á =y+21=0 


Como 
oF 1 OF SR E 
BR 1I42rA =0 entonces x= ax y como 7 = 24+2yA+u =0 entonces y = an de 


C E T 3 À ZHE 
= = =m asì y = — = — entonces 
omo Ar u entonces u Y y 2) 2) 
1 2 


OF Ne ? y 1 1 
TR (-5) +(-5) a A sii A por tanto A= 35 
Ahora para 
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24 
entonces z =0 por tanto (x,y,z) =(-1,1,0) siA= z 
1 1 
—1 por tanto y+2-1=-1+2-1=0 


1 
si A ==> 


1 1 1 
a) à= = entonces x = —— = —l; y= — = 1 por tanto y+2-1=1+2z-1=0 


1 
b) A = -3 entonces z E 1; y 54 


entonces z = 2 por tanto (x,y,z) = (1,—1, 2) 
Como F(-1,1,0, A, uw = —1 + 2 + 3.0 = 1 y F(1,-1,2,4,4) = 1 — 2 + 3.2 = 5 se 
concluye que en el punto (—1, 1,0) hay mínimo y su valor es 1 y en el punto (1, —1, 2) hay 


máximo y su valor es 5 


Ejemplo 3.50 Minimizar 
t—22—4=0 


Ary? si t—y—2=0 y 
la función de Lagrange es 
F(x,y, z, A) =z? +y + +Alz-— y- 2) +4 ula 2z — 4) 


OF 


A 
sy = 
Á 2250 
2 y-2=0 
022 4=0 


De la segunda y tercera ecuación se tiene que 2y = à y 2u = 22, entonces 


221+A+u=2x2+2Y+2=0 entonces formamos el sistema de ecuaciones 


21+2y+2=0 
a—y-2=0 
t—22—4=0 


þið 4 2 4 E 
cuya solución es (x,y,z) = 37373 por tanto el mínimo es 


4 2 4 AN 2 4\? 36 
Oae ja a A ae 
(gogg) (5) ( 5) ( 3) 9 
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Ejemplo 3.51 Hallar el punto más lejos y más cercano al origen de la curva de inersec- 
ción de las superficies 
2=16-2-y4 yrty=4 


la función de Lagrange es 


Flz,y,2,A,u) = „æð + y +24 A(16-2*—y?—2+u(x+y-4) 


F(x,y, z, A u) = 2? + y +24 M16 — r? -y - 2) tule sy — 4) 


e E E 
Ox 

F 
E AN 
Oy 

OF 

ið AS 

dz 2=A=0 
OF 


a 6--y-2=0 


Á + 4=0 
L—T=( =. = 
ðu Y 


De las dos primeras ecuaciones se tiene que 
2r—2y+(—2Ax + 2y) =0 sii -y-Ax—y) = 0 ssi(r-y)|(1-A)=0 sii r=yol=A\ 


entonces 


1 
a) Si 1 = A entonces 2z — à = 2z — 1 = 0 si z = =, por tanto 16 — 2? — y? — z = 


2_,2_1 O e 81 : : 
16 — zf — yf — 5 0 sii 1%+y* = y como z +y = 4 entonces solucionamos este sistema 
para obtener 
b)Si x = y entonces 27 = 4 luego z = 2 y asi 16 — 4 — 4 — z = 0, por tanto z = 8 
terminarlo 


Ejercicio 9 1. Hallar las dimensiones de la caja rectangular de volúmen dado que tiene 
área de superficie mínima 


2. Hallar el volúmen máximo de un sólido rectangular si la suma de las longitudes de sus 
aristas es 12a.Respuesta z =y =z =a xyz 4(1+y+2)= 12a 
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4. Hallar el mínimo de f(x, y) = 22+(y-2)? si 1?—y? = 1. Respuesta 3, (-vV2, 1), (v2,1) 

5. Hallar el máximo y el mínimo de f(x,y) =xy si xz? +y? = 1. Respuesta, 5, —5 

6. Hallar los puntos de la superficie 2? — ry = 1 más próximos y más alejados al origen. 
Respuesta más próximos (0, 0,+1);más alejados (1, —1,0),(—1,1,0) 


7. Hallar la mínima distancia del punto (1,0) a y? = 4x. Respuesta 1 
8. Hallar la máxima y mínima distancia de 51? + 6xy + 5y? = 8 al origen. Respuesta 2,1 


9. El perímetro de un rectángulo es de 4 metros halle las dimensiones para que el área 
sea máxima. Respuesta x = 1, y = 1 


10. Una caja rectangular sin tapa se va a fabricar con 12 metros cuadrados de cartulina. 
Halle el máximo volumen de dicha caja. Respuesta 4, x = 2, y = 2,z = 1 


11. Halle la mínima distancia del punto (1,0, —2) al plano z + 2y z = 4. Respuesta 3/8 
(H 5 2) 


6737 6 
12. Halle el valor máximo y mínimo de f(x,y) = 3x+4y si xz? + y? = 1. Respuesta 
5,5, + (5, 5) 


13. El plano z +y +z = 1 corta al cilindro z? + y? = 1 en una curva halle los puntos más 
lejos y mas cercanos al origen. Respuesta (1,0,0)(0,1,0) más cercano y más alejado 


Capítulo 4 


Integrales Dobles 


4.1 Intoducción 


En este capítulo primero se recuerda la definción de integral de una función de una variable 


b 
$ f(x)dx, lo que significa una particición de un intervalo cerrado [a, b], se define en forma 


análoga la integral doble / / F(x,y)dxdy y se ilustran estos conceptos con una variedad 
Q 


de ejemplo. 

Partición de un intervalo cerrado [a,b]. 

Una partición de un intervalo cerrado [a, b] , es un subconjunto finito de puntos de [a, b], 
que contiene los puntos a y b con algunas características, por ejemplo los conjuntos sigu- 
ientes (0,1),(0,1/2,1),(0,1/4,2/4,3/4,1),10,1/5,2/5,3/5,4/5,1),(0,1/4,3/4,1) son 
todas particiones del intervalo cerrado [0,1], pero {0,3/4,2/4,1} no es una partición 
del intervalo |0, 1] „es decir „diremos que P = {£0, £1, £2, ...T, } es partición de un intervalo 
cerrado [a,b] si a = £o < 11 < T2 < ... < tn = b y que la partición divide a [a,b] 
en un número finito de intervalos [to, 11], [11,12], [12,13], ... |æn 1, Zn], con longitudes 


Ax, Aro AT3,...ATn (fig 1) 


Ax, Ax, Ax, Ax, Ax 


Xy XX) Xk-2 Xu 4 Xaq X 


141 
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Área 


b 
4.2 Definición de f f(x)dx 


El propósito es calcular el área de la región encerrada por las curvas y = f(x) > 0, £ =a, 
xz =b y el eje x (fig 2) 


y para ello consideremos una partición P = (tp, 11, £2, ..-£n} de la, b] y tomaremos 
a 
la longitud de cada intervalo igual, es decir, Ary = 


, k=1,2 ...n y calcularemos el 


área del rectángulo Az = f(tx)Azrz para tk = "r-1 (fig 3) y formamos `` f(t¿)Azz, 
k=1 


que es la suma de las áreas de cada rectángulo, el cual va a ser una aproximación del 
área A. 


y 
Y =1(x) 
Sy % 
a X X b 


Para obtener el área A, haremos muchas más particiones, de tal forma que los 
rectángulos queden bien pequeños de base, y esto se logra haciendo tender n a infinito, 


B 
4.2. DEFINICIÓN DE ÍF(X)DX 


143 
es decir , 


a b 
Area = lim S ajA = / f{z)dz 
n= i J 


b 
siendo tą cualquier punto en |æ, 1, 11] y esta expresión es la que define la f f(x)dx, si el 


a 
límite existe, en gitas ee 


Area = lim E F(t,)Azrj = j f(x si f(x) > 0 


Ejemplo 4.1 Calcular el área de la región limitada por y = 2x +1, x =0,xz=3 yel 
eje x (fig 4) 


y=2x+1 
Área 
= X 
a El 3-0 3 
Solución. Sea P = (Zo, 11, T2,...T,) una partición de [0,3] con Ar; = —— ==, 
n n 
3 2*3 3*3 4x3 3 tk 
zo = 0, 11 = —, T2 = , T3 = ,„ T4 = e = (k — 1) —, Tk = yaan y 
A n n n 
así si tg = Tx-1 entonces 
Area = lim NO f(ti)Az; = lim y ))— = lim > x—(k-=1)+1)- = 


6xk 6 3 
((k=1)+1)2= lim Y ( n =) 
k=1 k=1 k=1 
3 6xk 6 E A6 E 

=] --+1)=1 — | 1 

A A a 
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=9-0+3=12 luego 


a 3 
Area = lim N = / (2x +1) de = 12. 
0 


k=1 


Ejemplo 4.2 calcular 
4 


| 10dx 


-1 


(Area encerrada por las curvas y = 10 , x = —1, x = 4 y el eje z) 


Solución. Sea P = [2o, £1, £2, -2n } una partición de [—1, 4] con 


4—{(-1 5 5 2x5 3x5 
ja O e A e O 
n n n n n 
4x5 5xk 
Za = —1 + 3 , Tp = 14 (k-1)-, £k = —1 + 


....y así si tomamos tp = £p entonces 
4 


- - 5xk 5 - 5 
foa = lim D IAE lim XO f(=1+ - pS lim »10* = 
k=1 k=1 k=1 


—1 


n=>œ n n>o00 n 


50 50 
= lim => 1= lim —xn= 50 
k=1 


luego 
4 


Area = lim Y flti)Az, = f l0dx = 50. 


k=1 


Ejemplo 4.3 Calcular 


(Area encerrada por las curvas f(x) =x%,x=a,x =b y el eje x) 
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A 


Solución. Se particiona el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud 


y así 


b— b— 
£o = 4, n=a+An =a | 2), n=a+2An=a+2( =) PEAT 
n 


= b— 
m =a+kAni= atk (=) a m=atndn=atn| =) = 


Si tomamos 


f(x) = 2? entonces a) en (1) = 


2 2ak(b—a) k? (b — a)? 


== a 1 | 
n n? 


y así 


b 

n z n p 3 a 2 
feae lim NO Flt) Atr = lim b=a G _2ak(b—a) _ k* (b-a) 
a k=1 1 


2 
n n n 
k= 


= su, (25) eyi (+) a (525) yn | (5) Er E 


Ai 2 q a2a fn+l (bay n? nè? n E 
= in (0 a) a“ + (b — a) sag ME A = 


= (b— a) a? 4 (ba), „(ba)“ 
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luego 


Así como la definición de 


Í 


fue motivada para hallar el área de una región, la integral doble, la motivaremos, hallando 
el volúmen del sólido S limitado por las gráficas de las superficies 


y su tratamiento es muy similar 


4.3 Partición de un rectángulo Q = [a,b] x [c,d] 


Sea f (x,y) una función continua en Q = [a,b] x [c,d] 
y Pi ={20,21,22 
de [c,d] 
Una partición de Q, es un subconjunto de la forma 


£n} una partición de [a,b] y Pa = Yo, y,-...., Ym} Una partición 


eo... 


P= P, x Pa = (li y;)/z; € Pi, yE Pa, 0<Si<n,0<j<mj 


y descompone a Q en nm rectángulos que no se solapan 
Rij = { (x,y) / A LTL Ti, A LY <y} 


( fig 5). 
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figura 5 


y sea (t;,s;) un punto cualquiera en Rij y formemos f (t;,s;) Ax, Ay; el volúmen 
del prisma (fig 6) y 


y así 


es el volúmen aproximado y si hacemos bien pequeños los prismas, haciendo tender n a 
infinito y m a infinito obtenemos el volúmen exacto, es decir, 


V(s) = lim lim ` ð flti, 8; ) Az; Ay; 
j=1 i=l 


y si este límite existe, representa el valor de la integral doble, es decir, 
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4.4 Definición de integral doble 


j=1 í=1 


lim lim y ð flti,s; FA 1 f(x, y)dædy 
Q 


Las propiedades de las integrales dobles son muy análogas a las de una variable, es 
decir, sia, BER y si f(x,y), g(x,y), son continuas en una región Q cerrada y acotada 
en el plano entonces 


4.5 Propiedades 


J| at. +80 0) drdy =a | | Feydeau s Í | story 
Q Q Q 


2. Si f(x,y) > g(x,y) en Q entonces 


J| tæmasdy> || stemaras 
Q Q 


3. Si Q se descompone en Q1, Q2, Q3,...Q,,que no se solapen entonces 


|! Fx, ydædy = J| re vjdzdy+ | f Ha.yydedy+ || Fle, y)dzdu+ -+ | | Fle, y)dzdy 
Q Qı Q2 Q3 Qn 


Ejemplo 4.4 Calcular el volúmen del sólido limitado por las superficies f(x,y) = 10, 
f(x,y) =0,27=3,1=6, y=4, y y=6 (fig 7) 


Solución. Sea P, = (Zo, 11, £2, ...1, } una partición de [3, 6] con 


6-3 3 3 2x3 
Az; = — =- ,1<i<n, así zo =3, 11=3+-, 2a2=3+ * : 
n n n n 
3x3 4x3 3 
a E E E 
n n n 
3x2 3 
E y E 
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f(x,y)=10 


y 
f(x,y) = 0 y =6 
di x=6 
y P= [Yo, Y1) Ym} Una partición de [4,6] con 
6-4 2 2 2x2 
Ay; = — =— 1<j<m así y=4, y =4+—, Y=4+ ; 
m m m m 
3x2 4x2 , 2 2*j 
Ya = 4+ —, Ya =4+ 100. Y a =4+ (4-1, y =4+ e 
m m m m 
2m 
Ym = A =b y 
sea 


Bi 2j 
(ti, sj) = (s + ~~ 2) = (£i, yj) 


pero este punto puede ser cualquiera en Rij y así 


m n m n 


y ð f(ti, sj ) Az; Ay; = ` Sa nr 
= 1 j=1 i=1 mu i j=1 i=1 ta 
ya que 
Yi= Y (¡+1)-j=m+l-1=m 
j=1 j=1 


aplicando la propiedad telescópica de las sumas finitas . 


En forma análoga $` 1 =n luego 
i=1 


m n = 60 
V (5) = lim lim 3) 3) f(to55) An Ayj= lim dim 3) Y 
j=1 i=l a 
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= Tita Há 60 = 60 = |J todzdy = 10(6 - 3) (6—4) 
Q 


Ejemplo 4.5 Calcular 


/ Fu ydrdy si Q = 4(z,y)/0<£z<3,0<y<3} 


1 si 0<r<3 0<y<1 
him. 2 als 1<y<2 (fig8) 
3 s 0<r<3 2<y<3 


f(x,y) es una función seccionalmente continua en Q, luego es integrable en Q y 


|| tesnicio= f| tendait [| He.dicda+ || jle,pdzdy = 
Jfravay+ ff 2dzdy+ | | Sandy = 1x3x142x3x1 4313x1=34640=18 


1 Q2 Q3 


si Qı = {(z,y)/0 <x <3, 0 <y <1}, Q2 = {(x,y)/0 < z£ < 3, 1<y<2}, 


Q3 = {(x,y)/0 < x < 3, 2 < y < 3}. Recuerde que una función seccionalmente 
continua en un intevalo cerrado es integrable. 


Ejemplo 4.6 Calcular 


Ju + 2x)didy si Q = [1,2] x [3,5] 
Q 
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Solución Sea P} = [ 20,11, 12,...1,) una partición de [1,2] con 


z= i l 1 3 
Az; = — = —, 1<i<n, asízo=1, 11=1+-, t2=1+-, z3 =1+-—, 
n n n n n 
4 1 n 
ta=lt=,..., zii =l+(i—1)*x=, e¿=1+>,..%p=1+-=2 
n n n 
AEM 5-3 2 
y Pa = [Yo, Y1, Ym} Una partición de [3,5] con Ay; = — =—,1<j¿<m, 
m m 
así se tiene que 
2 2x2 3x2 
Yo Sg 
m m 
4x2 , 2 2%] 2m 
== SES EA dd y o sea 
m m m 
i 2j 
tus) = (tw) =|14—,34 
ts) = (09) = (1453 Á) 
pero puede ser cualquiera punto en Rij y 
9; 9; 9; Dí di oj 
Mts) =1(1+2,34%) =34 2 Ai (5215) y 
n m m n m n m n 
ni 2j 2i 1 2 12 2jn 2 n(n+1) 
his) Ax; Ay; = 54 = 5n- | 
EÐ ando D2 m n nm -D m n 2 
j=1 i=1 j=1 i=1 y=1 
12€ 2jn 1 2 2xnxmx(m-+1) 
= >x ön + —+(n+1)] = —*—x(5 | tmx*(n+1)) = 
n A m dd ) n m g 2m RN 
1 
= —x —x (5mn+mn(m +1) + m(n + 1)) 
y así 
lim lim y e lim lim (5mn+nx(m+1) + m(n 4 E = 
mo N—00 j=1 ET moo n—00 nm 


= (54+1+1)2= 14 
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Ju + 21)dxdy = 14 


Q 


luego 


Ahora tomemos 


2=1 23 
(tas) = (ti-u) = ( „ð1 2) 


otro punto en R;; y mostremos que el resultado no varía 


)— 1 27 27 )— 1 27 2 2 
TR s+ aHa o 324a 
n m m n m n n 
= (5+ 2422) 
m n n 
y 
Ues KE ¿2.24 2112 
o Aaa 
j=1  i=1 j=1 i=1 
12 2 2 1 12 
-12S (ona Jn (ue 2) 2) - 12 (s q +1)-2) = 
nm 4 m n 2 nm £ 
j=1 j=1 
2 2nm(m + 1) 2 
== | | +1) -2m | = En(m+1)+ +1) -2m) = 
sh (s ÞE mín + 1) m) y Omn n(m+1)+m(m+1)-2m) 


por lo tanto 


SO ÍR NR Et 
Jim lim y NO flti,s; ) Ax; Ay; = lim lim (cnn Enim+1) + mín +1) -2m)) 


r moo n—00 
J= 1= 


=2(5+1+1-0)=14 


Ju + 21)dxdy = 14. 


Q 


entonces 


b 
Así como la integral f f(x)dx, puede representar una área si f(x) > 0, un espacio si 


f(x) representa velocidad o una masa, si f(x) representa una densidad, así tambien la 
integral doble puede representar un volumen, una masa etc. 


Afrontemos ahora con formalidad el problema de evaluar la ff f (x,y) dædy, si f (x,y) 
Q 


es una función continua en (Y y para ello consideremos los siguientes tipos de regiones. 
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4.6 Tipos de regiones 


1. Q un rectángulo de la forma Q = [a,b] x [c,d] 
2. Q= {(z,y)/ a < x <b, g(1) <y <h(1)) 
3. Q=([(1,y)/c<y<d,q(y) <z <l(y)} 


4.6.1 Tipol 


1. Si f (x,y) es una función continua en Q = (a, b] x [c,d] entonces 


JJ sisas j Í am) u= Í | fren e)a 
A IN IN 


Para calcular 
b 


Í | em 


a 


d 
primero se calcula f f(x, y) dy, considerando a x como constante y así se obtiene que 
C 
d 


b 
f f (x,y) dy = A(x) (Es una función en x) y luego se calcula f A(æ)dz. 


Cc a 


d /b b 
En forma análoga, para calcular f ( EACAN de) dy, se calcula primero f f(x,y) dz 


Cc a a 


b 
considerando a y como constante, para obtener f f(x,y) de = B(y) y luego se calcula 


Í B(y)dy. 


Cc 


Ejemplo 4.7 Calcular 
Ja — y)dxdy si Q = [0,1] x [0,2] 
Q 


Solución 


1 2 


Jfa- -vau | faz — y a= Í f — a? — y)dædy. 
Q 0 0 


0 
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O 
ss 
= 
a, 
T 
= 
= 
= 
3 
ll 
Sm 
Aa 
= 
| 
3 

N 
= 
| 
NS, 
| A 
o N 
a 
3 
ll 
s— 
AS 
00 
| 
N 
8 
N 
| 
Að 
a, 
3 
ll 


ÍR faia fos 


0 


E pl | 22 4 16 


y así 


2 


Jfa=o=viso-= f fu-t-nia= Í fanais- 
Q 0 0 


Ejemplo 4.8 Calcular 


o 


Solución 


2 


3 3 2 
|! e” dxdy a | Aayar sf | eiza 
0 o 1 


Q 1 


2 


2 3 2 
) f | dua = I [e+] } de = fee) = [e+ — e: = (e? — e?) —(e* — e”) 
1 0 1 


1 
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ða 


= e ep el luego 


|! eðtYdædy = eð — et — eð ++ el. 


Q 
Ejemplo 4.9 Calcular 


3 3 3 
b) / | evaa = | eð“ |? dy = | (e (et — ett”) ) dy = Z le 2+y _ 
0 0 0 


e 


AÐ yldzdy si Geiist (09) 


Q, Q; 
(2,0) (4,0) * 
Solución 
P 0 si 083<l 0<zr<2 
|s| = a sóað 22921 
2 si 2<5<3 4<x<6 
y 
0 si 0<y<l 
[y] = l si 1<y<2 
28 2<y<3 
luego 


155 


JE pa a e ar J| axis 
Q 


2 Q3 


2 
= Í jau- fw i dy= | 2dy= (agi =4-2=2 
1 


4 
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4.6.2 Tipo 2 
Cuando h(x,y) es continua en la región de integración de la forma 
Q = {(x,y)/a < x < b,g (£) < y < f(x), 


fig10 
y 
y=f(x) 
y=g(x) 
a b de 
La integral 
b f(x) 
|! h (x,y) dædy = I h(x, y)dydx 
Q a g(x) 
f(z) 
y ésta se calcula integrando f h(x, y)dy considerando a x como una constante y luego 
g(x) 


integrando el resultado con respecto a x entre a y b. 


JJe + y" + 1)dxdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de y = 2 — 2z, x = 0, y = 0 (fig 11) 
y 


Ejemplo 4.10 Calcular 


(0,2) 
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Solución 
1 2-22 1 3 PE 
JJe + y? + D)dædy = / f (1? + y? + 1)dydz = f (y + = +y) dx 
0 
Q 0 0 0 


= J (e-z) EÐ Lao w= 


B 2-23 
(202 - 205 | (c ai = | 2-22) de 
1 
jí 


Ejemplo 4.11 Calcular 


| 


147 14 11 
> + 10% = 107 + 2) dz = > 


f i xdxdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas x + y = 4, y los ejes coordenados 


(fig 12). 


(0,4) 


Solución . 
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/ / xydxdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y = x?, y =8—a? fig 13 


Ejemplo 4.12 Calcular 


Solución 
2 8-2? 
| svacdy = / xydydx = 0. 
Q =2. 2? 


Ejemplo 4.13 Calcular 
f / (x + y) dædy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y = |z|, y=4 fig 14 
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Solución 
4 y 198 0 4 4 4 
J| ermar = | | ætmiædy= = | | atm dydær | f (œ+ y) dude 
Q 0 —y —4 —z 0 2 


Ejemplo 4.14 Calcular 
f / ydxdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y? = 4 — x, y? = 4 — 4z figl5 


Solución. 
1 —y4-4x 1 y4-x 4 A—x 
f / ydædy = f F ydydx + / f ydydx + / / ydydx = 0. 
Q 0 Ar 0 y4-4x 1 4 


Ejemplo 4.15 Calcular 


J| stæ +1) aras Q=|[0,7] x [0,7] (fig16) 
Q 
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COS Y si 0 
[cos z| = —cosx si $ 
cost si 


cos(z +y) si 0<zr+y<35 
|cos(z + y)| = —cos(z +y)si 3<gr+y< # 
cos(1 +y) si T<a+ys<* 


así |! [cos (x  y)| dxdy cos(x  y)dyda + f | — cos(x + y)dydz+ 
Q 0 Z- 


37 
nm z2 T T T 
+f / -cos(x + y)dydo + f / cos(x + y)dydx = 21. 


Ejemplo 4.16 Calcular 


| 
em 
SA > 


|! (æ-yldady Q= [-1,1] x (0,2 (fig1). 
Q 


Solución Como 


E TY si u>Y 
(x£ e a entonces 


4.6. TIPOS DE REGIONES 


Jfi=w1azas 
Q 


4.6.3 Tipo 3 


J 


-1 


2 


fo — x) dydz + 


Í Ía — y)dydz + 


161 


1 2 


f [u-ayauda E 5 


0 z 


Q = {(x,y)/c <y <d, q(y) <æ<L(y)} (fig18). 


En éste caso la integral se calcula así : 


L(y) 


Tranu Í Í enan 
Q 


c q(y) 
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y ésta se calcula integrando 
L(y) 


/ Hæ, y)dx 


q(y) 
considerando a y como constante y luego integrando el resultado con respecto a y entre 


cyd. 
Ejemplo 4.17 Calcular 


/ „VöZdady si Q= {(£,y)/1? +4? <9} (fig19) 


Q 
y 
x +y <9 
X 
Solución 

9—y? 3 

|! v 9 — y?dxdy al 1 v9 — y?dxdy = / [2/9 y ya -dy = 
=y 
Q 73 4 /9—y? -3 


Ejemplo 4.18 Calcular 
/ | (x + y)dædy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico del a curvas y =z, x+y =2,x =0 (fig20). 
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Solución. 
1 y 2 2-y á 
erna | | (er) dædyr | f (z + y) drdy = 3 
Q 0 0 1 0 


Ejemplo 4.19 Calcular 
í I xdxdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y =2—a?, y = x? fig 21. 
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Solución. 
1 yy 2 v2-y 
|! zdzdy -f I zdady+ Í / xdxdy = 0 
Q 0 =y 1 —y2-y 


En algunas oportunidades se puede calcular la integral ff f (x, y) dedy por el caso 2 


Q 
ó por el caso 3, pero en otras se puede calcular solamente por uno de los dos casos como 
se ilustrará con los ejemplos siguientes 


f Í xdxzdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y = 0,x£x +y = 2, y= x fig 22. 


Ejemplo 4.20 Calcular 


Solución. Para hallar el punto (1,1) iguale z +y = 2 con y=1 y así 


1 x 2 2-x 1 2-y 
I xrdzdy = | [eiw | / xdydx = f I xdzdy = 1. 
Q 0 0 1 0 0 y 


Ejemplo 4.21 Calcular 
f / ydxdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y? = Ar, y = 2x — 4 fig 23. 
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165 


Solución. Los puntos (4,4), (1, —2) se hallan igualando las curvas, despeje x de y = 
2x — 4 y reemplácelo en y? = 4x y solucione esta ecuación de segundo grado en y y así 


y=4 y=-—2, 


y+4 


1 v4 4 „ág 4 % 


{ota = | T ydyda+ Í l ydydo= | Í ydrdy=9. 
Q -vir 


1 2x-4 -2 y2 


/ fiw 


4 


Ejemplo 4.22 Calcular 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas t = —2, y = 2, 


y=x,y=0 


fig 24. 
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Solución. 
0 2 


JJ = J fanes Í fono Í fac 
þf ætt 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y =x?, y=4 fig 25. 


Ejemplo 4.23 Calcular 


y 


Solución. 
4 2 4 


|! 3xdxdy al f stay = | [rasar =0 
Q 0 -vy ip? 

|! dzdy 

Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y = x?, y = 2x +3 fig 26. 


S 


= 


Ejemplo 4.24 Calcular 
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Solución. Para hallar los puntos de intersección (—1,1), (3,9) iguale las curvas y 


9 yy 


1 vY 
iz Ao ES dy == 
Q 0 =y 


Ejemplo 4.25 Calcular 
f / a“dady 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas x =y?, x = —2y? +3 fig27. 


(1,-1) 


Solución 
1 3-2y? 1 yz 3 ví si 
J| Puu- | / zardy = | f aydo + | / a?dyd = 35 
Q E gy? 0 -z O 


Ejemplo 4.26 Calcular 
f / dzdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y=x,y=1-—4, y=0,y=2 
fig 27a. 
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(2,0,) (4,0) 


Solución 
2 4+y 2 2 4 2 6 2 
f| iws= | | avay= | fisas f favao+ | | dude =8 
Q 0 y 0 0 2 0 4 z—4 


Ejemplo 4.27 Calcular 
f / xydxdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas x > 0,12 + (y — 2}? = 4, 


T 
y= 4, =T fig 28 


Solución. 


4 4 2 2-y 4-22 2 4 4 


1 I xydxdy = / / xydydx+ / xydydx+ / l xydydx = / 


a 
Q 0 0 24y/4=22 0 VE 


xydxdy = 32. 


ei 


N 
ai 
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/ / sin(y*)dydx 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y = yz,x = 0, y = 2 fig 
30 


Ejemplo 4.28 Calcular 


(4,2) 


Solución. 


f f sin(y*)dydx = | j sin(y?)dydx (Dificil de solucionar) = 


Q 
2 y 2 2 8 
1 1 1 
f | sn azdy = Í singð) [a] dy = J sin(y*)dy = = | sinudu = (1 — cos8) 
o 0 0 0 0 


Ejemplo 4.29 Calcular 


f / eð“ dydx 


Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y = yis 2, x =Q fig 31 
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Solución. 
4 2 
J| var = | [eva = jja dd = f tzaz e= i: 
Q 0 2 0 


2 


Ejemplo 4.30 Calcular 


l i ce 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas z = yy y=0,1=2  fig92 


(2,4) 


Solución. 


Jfuesoravaz - Í Í 


Q 


at sin 32 


aJe 5 — 
y cos(1?)dxdy = Í Jro )dydr = f cos(1%)dx 10 


0 


A 
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Ejemplo 4.31 Calcular 
f / dzdy 
Q 


si Q es la región limitada por el gráfico de las curvas y = x? — 4x y el ejex fig 33 


(2, 0) Q 


Solución. y = 1% — 4x = z (x — 2) (x + 2) , entonces los puntos de intersección de la 


curva con el eje x son (—2, 0), (0,0), (2,0), luego 


0 23—4x 2 0 
J| avay = ff avár+ ffaw- | i dudo + Í I dydx = 8 
Q 2 0 


Qı Q2 0 z3—4r 


El otro caso es dificil, pues hay que de y = z? — 4x despejar x 


Ejercicio 10 Mostrar que 


24 
1. f f ze dydr = tes — 3. 


0 z2 


21 
2. f fe" drdy=e-1 
o; 


12 
3. f / cosz?dædy = Í sin4 
0 2y 


172 


5. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 
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2 8-2? 4 YY V8-y 
f [f 3ydydr =256=f f TES f 3ydzdy 
2 2 0 -vy 4 yey 


3—y 


2 1 2x 3 3—2 
„il [ 3xzdxzdy = f f 3xdydr + f f 3xdydz = 12 
o Y 0 0 1 0 


1% 2 2-x 1 2-y 
JS P3dydo +." f 3dyde = f f 3dzdy = 3 
0 0 100 


0 y 


3—z 


1 x? 3 % 1 3-2y 
. [J [| ce”dydr+ | | xevdydo= f f xevdidy = Be— 15 
0 0 1 0 0 y 
NN 
; y — æð)|dædy = (2? — y) Misa ) dydz = % si = |—1,1|x 
)| dzd ) dyd 2) dyd g Q 
211 192 


51, 


1 1—y 1 2—y 1.2 2 2-y 2 3—y 
ff[x+y) dudy = f f Odxdy+f | idrdy+f f 2dxdy+f | idrdy+f f 2dxdy+ 
0 0 0 1-y 0 2-y 1 0 1 2—y 


2 
f 3dzdy=6 si Q = [0,2] x [0,2] y [x + y] = parte entera de x + y 
=y 


-a 2/22 
2 y2 
gràfico de — + pa 1 


11 
Calcular la integral | f veYdædy = f fxevdidy == Q= [0,1] x [0,1] 

Q 00 

17 

Calcular la integral ff (sin y)e"dxdy = f f (sin y)e“dydx = (1—cosmle-1) Q= 

Q 00 
(0, 1] x [0, 7] 

1 2 : 2 22 1 2 : 2 
Calcular la integral |! (Ær) dudy = JJ yd = (1—cos 4) 22 
10 


Q = [1,2] x 10,2] 


15. 
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0 2241 1 yz 12241 
in = Í | zdydr+ f f xdyde+ | | zdydr =—57 Si Q está limitada 
Sl ii (TO; 
por las graficas de y = xz? + 1,1 =y?, x = —2, y = —1, x = 1, region conteniendo 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


al punto (—1, 0) 


3 y+6 


J aipa = f f dedy = Y Si Q está limitada por las graficas de y = x — 6, 1 = y? 


6 
-2 y? 


3 


12? 
ffdydx = f fdydx = % Si Q está limitada por las graficas de y 
Q 0 0 


11 1y 
ff siny?dyda = f f sin y dedy = EE 
Oz 00 


39 9yz £ . 
Í Jucosæ?dædy = f Í ycosa?dydx = En 
0 y2 00 4 


11 1v7 
Í [x siny’dydz = f E sinyðdædy = + 
0 0 


Oz? 


e— 1 
f lefayda = fleðanay = 


£T 


82 2z? 16 | 
J [e dzdy= ffe” dydr = 
0 Y 0 0 4 


0 y2 


{Jef dude = f þeFávdy = }e — 5 


1 1 1 2? 
ff vað + ldædy = f | Vx? + ldydx = v2 — 
0 00 


2 
9 


1 
¡7 COS 1 


W 12 
J fusin æ?ðdædy = f fysina?dyda = 4 — ¿cos1 
0 0 


Bj 
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fá“ 24 y 
f evædydz = f feV=dxdy + | feV=dxdy = (e— 1) 8 
0 01 132 
TAG T Ys 
28. f(ZZdr = SI dxdy =3 
y o0 Y 


39? 


3 1 
29. Í | e“ dydz = | fe drdy =e-1 
0 0 0 


2 yð 
= J [zaet = ¿ln17 


82 
30. LS 
301 
31. f f cosaæðdædy = | | cos zřdydx = ¿sin 35 
0 00 
11 ly 
32. J f}sinycos (+ ) ayas = ff sinycos (2) dædy = sin 1(1 — cos 1) 
0 z 00 
22 
33. Pp Fsiitdazdy= jj sin x°dydz = $ — $ cos 4 
0y 00 


24 4y 
34. f//æsinædædy = | | yæsinædydr = sin 4 — 4 cos 4 
0? 0 0 


35. Pio / TER dyde = [fo TER dædy = ¿v2 


Ola 


In2 2 


36. J T Fæ vdude = | þara 


0 ey 


2—y 


1 
37. f Steyrtrdy = | Y se aude + | f esas 
0 0 


2 


0 y+1 1 0 
38. fS J flæ,yWdady= f f f(x,y)dydz 
lr 1821 


45 0 4-2? 
a J Flæ,y)drdy= f f f(x, y)dyda 


-/Æy 2224 
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22x 


40. $ J160wardy= {edu 


2 


1 zx 1 VI-y 
41. Í $ fleydydr= $ $ fleyididy+f f fæ, ydæðy 
=1-/1-22 ES 1—y? 0 -—yI=y 


o 
a 
e 
N 


ly o 1 
42. FS rated $ f fæ yydude+ | [ste ddydo 
0—y 


—-1-x 


22-y 


43. f Í Fe.vjdedy+ Í [Ste yjdedy = f J Se duda 


12y 33—y 23—x 
a E 
0 T 


2 


1v3 =yy-1 2 VE 1 1422 
45. 2 Í fæ árdy + Í f E f f(z, ydædy = f f f(z, y)dydz 
y = 1 /y-1 —1 272 


3 


46. Que región del plano maximiza el valor de la integal 


f{(9 — x? — y?)dydx Respuesta x? + y? < 9 
Q 


47. Que región del plano maximiza el valor de la integal 


(6 — yx? + y?)dydx Respuesta xz? +y? < 25 
Q 


48. Que región del plano minimiza el valor de la integal 


J{(v/a? Fy? — 4)dyde Respuesta 2? + y? < 16 
Q 


49. Que región del plano minimiza el valor de la integal ff (1?+y?—4)dydx Respuesta 
Q 


r? +y <4 
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Capítulo 5 


Integrales triples. 


5.1 Introducción 


En este capítulo se hace un tratado de las integrales triples, sus propiedades, los tipos 
de regiones y finalmente una variedad de ejemplos resueltos, para observar las diversas 
formas de como calcular una integral triple. Las Integrales triples se definen de manera, 
análoga a las Integrales dobles. El cambio de orden de integración en una integral triple 
es un poco más complicado. La integral 


J| tæmast 
Q 


se calculó sobre una región cerrada y acotada del plano xy. En forma análoga la integral 


triple 
| | / Hæ, y, 2)dzdydx 
S 


se calcula sobre una región S, sólida, cerrada y acotada del espacio Rè. 


5.2 Definción de Integral Triple 


Si f(x,y,z) es una función definida en S, entonces la integral triple de f(x,y,z) sobre S, 
se define por : 


m n p 


dzdyde = lim lim li iY Zk ) Azp Az; Ay; 
J| tey dazauao lim lim lim 9,9,» SG yp 2e ) Az Az; Ay, 
S 


j=1 i=1 k=1 


177 
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siempre y cuando este límite exista. Al igual que en las integrales dobles, el cálculo 
de integrales triples, usando la definición es compleja y por ello buscaremos mecanismos 
más prácticos. 


5.2.1 Propiedades. 


1. f T Í ers | / lg Daa / / / EE 
S S S 
2.Si f(x,y,z) > g(z,y,z) en S entonces E z,y, 2) dzdydx > IE z, Y, 2)dzdydx 


3. si S = US; (no se solapan) entonces 


JI f(x,y, z)\dzdydz = JI ieaiai Í eviin Fx, y, 2)dzdydx 


5.2.2 Tipos de Regiones 


1. Integración sobre un paralelipípedo. Si f(x,y,z) es continua en S = [a,b] x [c,d] x 
[m, n], la integral triple 
|! Fiz, y, z\dzdydz 
S 
se puede calcular así 


n 


b d d b 
JI OS 2)dzdydx =P] 


f(x,y, z)\dzdzdy = 


SS 


a (6 Cc a 


n n 


d b d b 
= | | | tenz \dzdydz = TE \dzdzdy 


Cc Cc a 
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o en cualquier orden con el necesario ajuste en los límites de integración. La integral 
b d n 


l | | f(z, y, z)dzdydz 


se calcula, primero integrando 
| stud 


manteniendo fijos a x y a y. El resultado se integra respecto a y, manteniendo fijo a x, y 
finalmente se integra con respecto a x. En forma análoga se calculan las otras 5 integrales. 


Ejemplo 5.1 Calcular 


JII xry?’z dzdydxz si S=|[-1,3] x [1,4] x [0,2]. 


Solución. Usaremos dos de las 6 posibilidades para el cálculo de la integral. 
4 3 2 4 3 
i) [|| =s?azávds = IA ryð2ðdzdædy = lJ ay | dædy = | | sevtacar— 
S 1-10 Í =T 
8 Pla]? 8 f/9 1 a 32 yt 1* 
3 sv s/ J 3 pra E al da 
1 
4 2 2 
2? 9 1 
»//] ryð dzdydx = Í Í | aas = S. Eið dzdy = Jfer G — 5) dzdy = 
1 0 =a 0 
312 474 
32 [y sðn i 
2 =4 32 Z = $ 2 E = 
-aj fo z“dzdy fe ál dy me] 3 q (256 1) = 680 


0 1 
1 
2; sia triples sobre regiones más generales. 


S = {(z,y,z)/a < x < b q(£) < y < hlæ), g(x,y) < z < k(z, y) 
entonces 


h(x) k 


b 
(eaea / f(x,y, 2)dzdyde. 


a q(x) g(x,y) 
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| J| 02 +30 azdyda 


si S está limitado por el gráfico de las superficies 21+3y+2=6,2=0,x=0,y=0 
fig35. 


Ejemplo 5.2 Calcular 


2x+3y+z=6 


yY 
(0,2) 
2x+3y=6 
X 
(63,0) 
6—2r—3y 3 2% 6-22-3y 
n (2x + 3y) dzdydz = I I (2x + 3y) dz | dydx = 1 / / (2x + 3y) dzdydx = 
S Q 0 o 0 0 


2x 2x 
2-22 2-22 


3 
E (2x + 3y) (6 — 2x — 3y) dydx = 
0 


3 
[Lx + 3y] 2 ja 22% dyda = / 
0 


ns. 
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2x 
2-3 


3 
= / f (12x — 4r? — 12xy + 18y — 9y?) dydx = 18 
0 0 
ii. Proyectando el sólido en el plano yz fig 37, se tiene que 


(0,6) 


3y+z=6 


Ea 6 = 
JII (2x + 3y) dzdydx = I f (2x + 3y) dz | dydz = Id f (2x + 3y) dædydz = 18 
S R 0 o 0 0 


Ejemplo 5.3 Calcular 
I (z + 1) dzdydzx 
S 


si S está limitado por el gráfico de la superficie x? + y? + 2? = a? fig 38. 


figura 38 


i. Proyectando el sólido en el plano xy fig 39, se tiene que 
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ra 


/42—72q2 
(22 a?ð—z?—y 


[e = | | | etDadydr= 


ra -/a2ð—z? -/að-2ð yr? 


à „að? y a2—z2—y? 


= J / / ds ára? 


ii. Proyectando el sólido en el plano yz fig 40, se tiene que 


fg 
a Vaz at—22—y 


/ f l (2 + 1) dzdydz = / f / (z + 1) dædydz 
S 


ra að? að -2-yð 


A y ay? y 2-2-y2 


al / / f (z + 1) dædady = and? 


—a „a? y2 y a? z2—y2 
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|| rns Ðaardy 
S 


si S está limitado por el gráfico de las superficies 2+y=6,1=4,y=0,z2=0, 
x=0 fig 4i 


Ejemplo 5.4 Calcular 


figura 41 


(0,6) (4,6) 


(4,0) 


4 6-y 


6 
x+y + 2) dedyda pff z +y + z)dzdzdy = 432 
0 0 


fl ætur ara j Fri 
S 0 0 0 


ii. Proyectando el sólido en el plano yz fig 43, se tiene que 
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(0,6) 


zty=6 


y 4 


6 6-2 4 6 6- 
ferst | | {í xz +y + 2) dædydz =|/ | (x +y + 2) dædzdy = 432 
s 0 0 o 0 0 


iii. Proyectando el sólido en el plano xz,se tiene que 


z 


z 


6 4 6- 
x +y + z)dydzdz US x+y+2)dydxdz = 432. 
0 0 


4 —2 


ferst | | 


Ejemplo 5.5 Calcular 
f / / dzdxdy 
Ss 
Si S está limitado por el gráfico de las superficies y = x?,y +z =1, y 2=0. 


i. Proyectando el sólido S en el plano xy, se tiene que 


1 YY 1-y 
Jes -J Í {tn El J tn 
=yy 0 
ii.Proyectando el sólido S' en el plano yz, se tiene que : 
1 l-y yy 


1 1-2 vy 
ff iras =J] | draye: -Jf | draza 
S 0 0 -yy 0 


=YVY 
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1i.Proyectando el sólido S en el plano xz, se tiene que : 
1 vyl-z 1-2 1 1-2? 1-2 


JIJ dzdzdy al J í dydadz = J i f / dude 


5 r2 


JII (x + z) dzdzdy 


si el sólido S está limitado por el gráfico de las superficies x? +y? = 4, 2=0,2=5 


fig 45 


Ejemplo 5.6 Calcular 


xX ‘+Y =4 
figura 45 


Solución i. Proyectando el sólido S en el plano xy fig 46, se tiene que 


2 yYi-12 5 PA 


ES 5 
J| | +2 cacas =] / fi x + z) dzdydx -f fi xz + z)dzdxzdy = 0 
S 


=2_ A—g2 0 A y2 0 
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ii.Proyectando el sólido S en el plano yz fig 47, se tiene que : 


Z 


(-2,5) (2,5) 


(2, 00) (2,0) y 


a/ 4-y? 


2 Yi 2 5 
f (x + 2) dædydz = f / (x +2) dxdzdy = 0 
æg -2 0 


[|| razas 


si el sólido S está limitado por el gráfico de las superficies x? + y? = z, z = 9 fig 


49 


fl ter =razacay = j 
S 0 


Ejemplo 5.7 Calcular 


figura 49 


Solución i. Proyectando el sólido S en el plano xy fig 50, se tiene que: 
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ii Proyectando el sólido S' en el plano yz fig 51, se tiene que : 


Z z=9 
(3,9) (6,9) 
z=y“ 
y 
9 yz yz% 3 9 yzy’ 
1I dzdxdy = I dxdydz =| | f didzdy = —í 
0 Ye lap =3 Y fia 


Ejemplo 5.8 Calcular 


/ l / a*dzdudy 
S 


si el sólido S está limitado por el gráfico de las superficies 
r? +y? = 36,y+z=9, 2=0. 


Solución i). Proyectando el sólido S en el plano xy fig 53, se tiene que: 


188 CAPÍTULO 5. INTEGRALES TRIPLES. 


figura 54 


ii Proyectando el sólido S en el plano xz fig 55, se tiene que: 


fgura 55 
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6-(9- 


3 6 vV36-22 15 y3 2 9-z 
|! r’dzdrdy = TJ I xr ’dydzdz +/ / / a?dydidz+ 
S 0 +6 gg 


3 —/36-(9-2)2 -V 36-2? 


-/36-(9-2)2 /36=22 9 


9 6 36-22 
+f / / a?dydadz + f / f a?dydadz = 29167 
3 -6 3 


—v/36—z? „/36—(9—2)2 36-22 


f / | adzdray 


sí el sólido S está limitado por el gráfico de las superficies z = 0, z = z, y?=4-—x, 
fig 56. 


Ejemplo 5.9 Calcular 


figura 56 


Solución i Proyectando el sólido S en el plano zy fig 57, se tiene que: 
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4 Vi=z æ 2 4- y? z 4096 
JII adzdxdy = i / sita = J | | rèzdzas = 
S 0 Ú 2 0 0 


ii. Proyectando el sólido S en el plano yz fig 58, se tiene que : 


4 2 4-y?4- 


4. 
Ju = | Jew] Í foreu- 


0 -yiz 2 


iii.Proyectando el sólido S en el plano xz fig 59, se tiene que : 


vá—x 4 4 yá4-z 


4 2 
4. 
J|| > dizas -Jf | oiia] f l z dydndz = 30 
S 


0 0 -yizz 0 z As 
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f / | «azdedy 


Ejemplo 5.10 Calcular 


191 


si el sólido S está limitado por el gráfico de las superficies z = 0,z = 5, y= 9, y 
fig 60 


figura 60 


Solución i. Proyectando el sólido S en el plano xy fig 61, se tiene que: 


(3,9 (3,9) 


3 9 5 9 vI 5 
TII 2dzdxdy =] IEZI a / | «zada = 450 
S —3 x2 0 0 —yy 0 


ii. Proyectando el sólido S en el plano xz fig 62, se tiene que 
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Z 
(-3,5) as (3,5) 


(-3, 0) (3,0) á 


9 


5 3 3 5 
Jf- dzdxdy al / f- dydxdz a Jj- dydzdr = 450 
S 0 -=3 3 0 


q? q? 


11i. Proyectando el sólido S en el plano yz fig 63, se tiene que : 


Z 
z=5 
(9,5) 
an”? 
5 9 vy 9 5 sg 
ff tizas sJ] | + dzdvëz = | | | = drdzdy = 450 
S 0 0 -v 0 0-yy 


Ejemplo 5.11 Calcular 


I / Í vizdzas 


si el sólido S está limitado por el gráfico de las superficies z = x£? +y? +1, x= 0, 
y=0, ry 


Solución i. Proyectando el sólido S en el plano xy fig 65, se tiene que: 
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(0,2) 
2x+y=2 
(1,0) “ 
1 2—2rg?+y?+1 2 2 1 5 
JII ydzdxdy = / / I ydzdydx = / l / ydzdzdy = 15 
S 0 0 0 0 0 0 


ii. Proyectando el sólido S en el plano yz fig 66, se tiene que : 


(0, 2) 


(0, 1) 


figura 66 
22 5y? E 2 5 y2+1 2 
23 
ME dzdzdy = j j j y dxdzdy ef j y we / I y dxdzdy = 15 
S 0 0 0 0 y24+1 z—1—y2 1 0 


Ejemplo 5.12 Calcular 
0 | / a?dzdudy 
S 


si S es el sólido limitado por las superficies 3z = £?  y?, £? + yY? +2? =4 (interior a 
3z = £? +y? ) fig 67. 
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figura 67 


Solución i Proyectemos el sólido S en el plano xy. Hallemos la curva de intersección 
de las superficies 3z = 1? + y?, £? + y? + 2? = 4. Como z? + y? + 2? = 4 entonces 
32 + 2? = 4, luego 2? + 3z — 4 = 0 = (z + 4) (z — 1), es decir, z = —4, z = 1, entonces 
x? +y? = 3z = 3.1 = 3 la curva de intersección en z = 1, así la proyección en el plano xy 
es [(1, y)/x* +y" < 3) y 


„3 1322 / 4— z2? —y? 


4 
TII a?dzdxdy = / í a?dzdydx = ær 
8 3 


343-322 (124y2)/3 


ii. Proyectando el sólido S en el plano yz fig 68, se tiene que : 
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(-43, 1) 


figura 68 


2 yZ vie? 1 „32 vw3z-y? 


TII a*dzdudy = Í f / r*dxdydz # / f r*dxdydz 
5 V3z 


1 _-y42 y toy? 


o 
| 
ww 
X 
| 
wo 
R 
| 
e 
N 


b.Considere el ejemplo anterior y considere S el sólido exterior fig 69 


figura 69 


i. Proyectando el sólido S en el plano xy fig 70, se tiene 
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(22?) -v3 Vita? V4-2ð-gð 


pipa | T T oemf T T caco 


—vV3 —y3=a2 -,/4- z2—y2 -2 VA? far 


„3 vV3za?z VA að? „3 „arg? y try? 2 Via? y4-r?-—y? 


+] f / e'dadyda+ | / f e'dzdyda+ Í / / a*dzdydx 


3 —y/4-2x2 -/4-12—y? — v3 Y3—12 -/4-12—y? V3 —V4-r? -/4-12—y? 


1i.Proyectando el sólido S en el plano yz fig 71, se tiene que 


figura 71 


1  —vy32z-y2 „3 1 yiy-2 „3 y?/3 y4z?-y? 


v3 
/ f f xr’drdzdy+ / / f xr’dedzdy+ í í / a?dadzdy+ 


-v3 y2/3 _ /4—y2—z2 — 3 y? /3 3z—y2 -v3 „3 y? „4 22 y? 
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-v3 y iy y 4-2-y? y? y 4- 2-y? 
/ / a?dadzdy + j f | xz’dedzdy. 
—2 „4 y? 4 22 y? „3 4 y? „4 22 y? 


Ejercicio 11 Mostrar que 


123 
1. f ff dzdydx =6 
000 


1 a 
3. I f tadas = lar 


1 2-22 4-2 
4. J ff dzdrdy= f f Í dædydz = É si S está limitado por las superficies y = 
-1 22 
E Te ani 
3 2 9-2? 
5. fffdzdidy = | | f dzdydx = 108 si S está limitado por las superficies z = 
5 Sgi 0 
9-12 z=0, y =-—1l,y=2 
3 172 Va 
6. fffdzdidy = f f f  dzdydz si S está limitado por las superficies 2? + 
S =3 gg? 4 
y? +z? = 25, 2>4 


4—-æ? 
f dzdydx = 64 si S está limitado por las superficies z = 4—a?, 
0 


T JJI dzdzdy= $ | 


y=0,y=6,2=0. 


1 1 naicp 
JI f(x,y, z)\dzdrdy = | | | evis = PIE 
Í Í æsa 
= 0 0 


Si S está limitado por las gráficas de z =y?,2=0,2=0,x=1,y = +1 
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9. Verificar que 


1 Yi l-y 
// EA deua Í Í Í 1 z, y, 2)dzdydx a | Hte.udazdrdy = 
Ži g2 0 =g 0 
1 Yyl=z 1-2 1 1-2? 1-2 1 1-2 YY 
El | stos, 2)dydædz =] Eo \dydzdz r. ft )dædydz = 
Er 22 i 0 g -Vy 


1 Fiz, y, z\dzdzdy 
VY 


Si S es el sólido limitado por los gráficos de y =1?*,y+2z=1,2=0 


10. Verificar que 


// Hey, strdy = Í Í [sie as 


-1 z2 0 


- Í Í fro y, 2)dzdydz - Í Í ¡A 
id -vz 


Si S está limitado por las gráficas de z = z?,z = 1,y = 2,y = 0 


3 9—y? 9—z 
11. Verifique [ff f(x,y, z)\dzdzdy = f | $ f(z,y,z)dxdzdy Si S está limitado por 
5 33 0 ù 
las gráficas de z = 9 — y? £ +z =9,x = 0,z = 0 


12. Verifique 


2 VIZ ¿da? 2 4-2? y i-2?-y 
E z, y, 2)dzdxdy -f ji T (x, y, 2)dydzdz a| | / Fiz, y, z\dzdydx 
22-42 =2 0 _ =y 


Si S está limitado por las gráficas de y = 4 — r? — z2? y = 0 


9.3. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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1 vV 1-42 6—r— y 
Verifique [ff f(x,y, z)dzdzdy = f Í  f(x,y, 2)dzdxdy Si S está limitado 
S —1 ae 0 
por las gráficas de z = 6 — £ — y, z? +y? =1,2=0 
1 12x 1 y 2-x 
Verifique [ff f(x,y, z\dzdrdy = | | f f(£,y,z\dzdydr = f f | f(£,y,z)dzdzdy 
S Oz 0 00 0 
Si S está limitado por las gráficas de y =1,2=0,y=1,1=0,2=2-—ux 


2 


10 
Verifique [ff f(x,y, 2)dzdædy = f f | f(x,y, 2)dzdydx Si S está limitado por las 
5 01 
£ 


gráficas de z = y? y = —1,z = 0 


7 


Mostrar que 


Í Í | renatin f f frenon- | Í | ren z)dædzdy = 
{ Í [rensie f f Í nesaat 


5.3 Matriz Jacobiana. 


Sea (gp un campo vectorial, y: R” => R” con y(x) = (y(x), pa[x),....p,(1)), donde 
Op: R” — R 
se llama función componente y a 
2, 0 aði 
Or, ða Orn 
ea 1005 Pa 
Ör, ða Orn 
Mọ = E 
Den Ögn Pn 
Ox, zə Ln 


se llama matriz jacobiana ; y al 


olp, Pao... Cn) 
det(Mp) =|Mp| = a Jo 
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se llama el jacobiano de y 


Ejemplo 5.13 


entonces 
Ox Ox Op, op 
DD Ea þa 1 1 
— u Qu |— u v = 
Me=] 8y y des Ses E 5| 
ðu ðv ðu v 


Ejemplo 5.14 Si 


plx, y, 2) = (zy, 12, y) = (ulz, y, 2), v(z, y, 2), w(x, y, 2)) 


entonces 


Una propiedad útil del jacobiano es 


ð(u,v) = Ou, v) ; Olz, y) y de aquí a = - =1 entonces 


O(r,s)  O(t,y) O(r,s) O(u,v) O(x,y) O(u,v) 


1=Jg. Jọ 


5.4 Teorema del cambio de variable 
Sea p inyectiva, con derivadas parciales continuas en Á C R”, Jp #0, y ọọ: R > R”, 


f: R” >R 
con f acotada y continua en p( A) C R” entonces f o y es integrable en A y 


La demostración está fuera del alcance de este texto. 
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En dos dimensiones se tiene que : 


RR R=R y Í # = || tenir || Eolo) dudo 
(A) (A) A 


donde p(u,v) = (x(u, v), y(u, v)) = (x,y) y hay que hallar y(u, v), A, fop, Je fig 72 


v Y 


p (u,v) 


figura 72 


y en tres dimensiones y 


T e eF J 1 =55 táin = SIFE oluv) e| duodu 
el) á 


donde y(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) = (£, y, 2) y hay que hallar y(u, v, w), 
A, fop, Jo 
En general la integral f f es dificil de resolver , pero haciendo un cambio de variable 
p(A) 
apropiado, la integral 


Jena 

A 
es más fácil de solucionar. No hay una forma general para hacer el cambio de variable, 
en algunas oportunidades depende de la region p(4) y en otras del integrando f. Con los 
ejemplos siguientes se pretende dar claridad a la aplicación de este teorema y su porqué, 
cómo hallar p(u,v), A, f ° p, Jo. 


5.4.1 Cambio de variable lineal 


Este cambio de variable lineal (por darle un nombre) se ilustrará con los ejemplos sigu- 
lentes. 
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Ejemplo 5.15 Calcular la integral 


f / (y ey? ardy con (|) = (60 /lel+ lol <9) #i978 


(A) 


>< 


p(u,v) 


v 


u v 
Solución Sea u = x+y, v = t—y entonces u+v = 2x entonces z = — +- y u—v = 2y 


u v , u v u (0) 
entonces y = > —> y así p(w v) = (z(u v), y(u o) =(0,) =(5 +33 - 5) 


Como u = x + y entonces u=9 y u=-—9 y parav=x-—y entonces v=9 y 
v=-—9 luego A = |-9,9] x [-9,9] y 
A 0% ox 
E 2 1 
EÐ | u gw || 2 [21 
uv) | Y W 1/2 —1/2 4 2 
du v 
pY VU VvV u 1 u Po (Z aru LDE otya 
así 
0 9+r 9 9—r 
e-u +y)” dedy = f (z — y)” @+y)” duda+ | f (z — y)” (£ +y)” dydz 
(A) —9 —9-z= 0 x-9 


TT 


NI = 


9 9 
2289 122 546 861 674 989 771 899 392 854 
dudv = / / vu dudu = 
Ž9 +9 


1 
2 


9 9 
—9 —9 


Ejemplo 5.16 Calcular la integral 


f / adudy con p(A) ={(e,9) /lel + yl <9) Agi 
(A) 
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y 


>< 


(u,v) 
á Þ 
u hd x 
Sea u = x+y entonces u = 9 y u= —9 yv=r—y entonces v=9 y v = —9,como 
en el ejemplo anterior, luego 


A=[-9,9) x [9,9] Je = -5y Foue) = E #55 - 5) = 
entonces 
0 9+r 9 9-z 
J| rww- | / eðyda | f adydxr = 
p(A) -9 —9—a 0 2-9 


Ejemplo 5.17 Calcular la integral 


J| ois 


(A) 


con y(A) la región limitada por el gráfico de las curvas z + y = 9, x = 0, y =0 fig 
75 


Solución Sea u = x + y, v = x — y, luego 1 == + 


u 
2 
u v u v u— v 

Como u = x + y entonces u = 9. Como u = £x + y, v = x — y, para x = 0 se tiene que 
u =y y v = —y entonces u = —v y para y = 0, u = x, v = T,entonces u = v, luego A 


es la region limitada por u = v, u = —v y u = 9, así que 


9 9 u 
1 u— vu 243 
dy = == d = 
/ / ydxdy f ydydx 5 / 1 ( 5 ) vdu 5 
p(A) 0 0 —u 


o 


-gT 


a= 
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|! (x + y)dædy 


(A) 


Ejemplo 5.18 Calcular la integral 


con p(A) la región limitada por el gráfico de las curvas z + y = 10, u+y= 4, 
x=0,y=0 fig %6. 


p (u, v) 


v u v 

Solución Sea u = xz + y, v = x — Y, luego x = = + y => T> da = -% 

u vu Y tað UD 

Como u = x + y entonces u = 10, u = 4. Como u = £ + Y, v = £ — y, para x = 0 se 
tiene que u = y y v = —yentonces u=-—v y para y = 0, u = x, v = í, entonces 
u = v, luego A es la region limitada por u = v, u = —v y u = 10, u = 4, así que 

4 10-z 10 10—z 10 u 
1 

J| ermaray E) (et) dude | | (et) dydr=5 | | uddu = 312 
(A) 0 4-r 4 0 4 —u 


Ejemplo 5.19 Calcular la integral 
I (x — y)? dzdy 
(A) 


con p( A) la región limitada por el gráfico de las curvas z =y, y = x-5, y= 4, y= 6, 
fig 77 
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y(u, v) 


figura 77 


Solución Sea u = z — y, v = y entonces u = 5,u = 0, v = 4, v = 6, f(y(u,v)) = 
flu+v, v) =u+v-v= u’ 


öl.) de Ox 
ATY) | du ar | 
o AS 
du 

y así 

6 x 9 6 11 6 
JJe- dædy = JJ e- Y dyde+ | | (oy) dude + ffe- Y dydz 
p(A) 4 4 6 4 9 2-5 


Ejemplo 5.20 Calcular la integral 


|! dxdy con p(A) 
(A) 


la región limitada por el gráfico de las curvas xz = y, y = 5x, xy = 2, xy = 4 en el primer 
cuadrante fig 78 
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p (u, v) 


figura 78 


D y 
Solución Sea u = xy, v = Í, entonces y = uz, luego u = z(vx) = x?v, es decir, 
r’ 


m e þan aaa 


Ox Ox 1 1y-3/241/2 
y AY) _| au dv o | 2yu.yv ? E 
uv) {Oy y| vu yu dy du w 
ðu v 2yu 20 
ðu du 
_O(u,v) | ðr dy Y V) y y W 
Tae e ES Sgt T 
2 
Ox Oy 
u 


Como u = xy entonces =Z usi ae se tiene que v = 1, v =5 y asi 
z 
4 5 
1 
J| ew- | | zeta 105 
2v 
p(A) 2 1 


Ejercicio 12 Mostrar que 


4 6 
1. [f æydædy = f | sdudu =3(In6—In2) si Q limitada por xy = 2, zy = 4, ay? = 2, 
áð) 22 
xy? = 6, primer cuadrante. 


5.4. 


10. 


11. 


= 


12. 
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4 u, 40 
fa ya dædy = | f duda si Q es la región limitada por los gráficos de las 
P(A) E 
curvas x +y = 1, x+y =4, xz=0,y=0. 


3T T ysinu 
Y ry) sen (æt y)dædy = f f dudu = 0 si Q es la región limitada por 
ES DES de las curvas £ + y = 37,12 +Y=T,T-=Y=T,T-Y=-T 
4—u 


(A) 
(0,0), (4,0) (4,2) (ær 


4g 
Jr = 2y+% dady = f $ 2(Yu+ 0?) dudu = Ë si Q es el triángulo de vértices 
0 0 


1 2-2y 2 u v 
ST e dxdy.= J [| Édvdu 
0 0 0 Zu 


3 5 

Jfdædy = f f gdvdu = 2 si Q es la región limitada por los gráficos de las curvas 
Q 1 2 

y =212+ 3,y=22+1,y=5-2,y=2-u 


J $ (y — x) dædy = l j vidvdu = Í si Q es la región limitada por los gráficos de 


a 


JJ Í (y — 2x) dæðy = Í / 2dudu = 0 si Q es la región limitada por los gráficos de 
Í A A 


{fira = E (vv + y/u) dvdu = HIn4+8 si Q es la región 


intaia por los gráficos de las curvas xy = 1, ry = 9, y = 2, y = 4x primer 
cuadrante 


J fdædy = f f3 idvdu = Ë si Q es la región limitada por los gráficos de las curvas 


pi 2 y =0,x=0 


2 u 
Jfædædy = f | (u+v)hdudu = { si Q es el trapecio de vértices(1, 0), (2, 0), (0, —2), (0, —1) 
Q 1 —u 
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2.0 
13. ffydidy = f | dvdu = 3 si Q es la región limitada por los gráficos de las 
Q at 


curvas y = x£, y = x — 1, x + 2y = 0,x + 2y = 2 


5.4.2 Coordenadas Polares. 


Recordemos algunos aspectos fundamentales fig 79. 


Y (x, Y)= (r, 0) 


figura 79 


£ 
De la fig 79 cosð = =, sing = 2 entonces z = r cos0, y=rsin0 y r? +y? =r? 
r r 


in 0 
(cos? 0 + sin? 0) = r? luego r = y/xr? +4, - = o = tan , (r,0) = (x,y) = 


(rcos0,rsinð) y 


(a) Ox ox 

_ OY) | or 041_|“osd —rsin0 | _ 

HSR 8y 8y | senð rcosð |” 
ðr 00 


Pasar un punto de coordenadas polares a cartesianas y viceversa. 

Para pasar puntos de coordenadas polares a coordenadas cartesianas se utiliza x= 7 
cos , yy=rsinð. 

1. Pasar el punto (1, 7) = (r,0) a coordenadas cartesianas. 


T 2 T 2 
xz = r cosl = 1.008 >= —, y = rsin f = Í. sin — = ya y así el punto en coordenadas 


4 2 4 
2 y2 
polares (1. 7) corresponde en coordenadas cartesianas al punto ES 7) 


3 
2.Pasar el punto (1 =) = (r,0) a coordenadas cartesianas. 
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3T V2 i 37 V2 P 
xz = recos = 1. cos — = ——, y = rsin = 1.sin — =-— y así el punto en coor- 


4 2 4 2 
22) 


IT 
denadas polares (1 z) corresponde en coordenadas cartesianas al punto |- 2773 


4 


5 
3. Pasar el punto (i =) = (r,0) a coordenadas cartesianas. 


5T V2 5T V2 


xz = r cosl = 1. cos -7 A rsinð = lsin 7 or y así el punto en coor- 
2 2 
denadas polares (1, 3r) corresponde en coordenadas cartesianas al punto |- a. 7) a 


Pasar un punto de coordenadas cartesianas a polares. 


1. Pasar el punto 


2’ 2 


de coordenadas cartesianas a coordenadas polares. En efecto 


Á 2 2 

V2 V2 Að 
=x 2 PA | E = Ze E 
r= yr? +y = E | 9 = að 2 =-1 


v2 


T 
entonces 0 = 27 — ES 7/4 asi el punto en coordenadas cartesianas Eo da: 


corresponde en coordenadas polares al punto (1, 77/4). 


2. Pasar el punto 


2.2 


en coordenadas cartesianas a coordenadas polares. En efecto 


2 2 a 
2 2 YE 
r=wvy1a?*+ y = (2) | ES = 1, tan = p= al 


v2 y2 
9? 9 P 


T f ; 
entonces Ó = m — ar 31 /4,así el punto en coordenadas cartesianas |- 


corresponde en coordenadas polares al punto (1,37/4). 
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3. Pasar el punto 


vi v3 
“T 


de coordenadas cartesianas a coordenadas polares. En efecto 


2 2 ca 
r=wy1x?+ y? = (E) (4) stan = Teal 


2 


T ; 
entonces 0 = 7 + a 57/4, así el punto en coordenadas cartesianas |- ; 


V2- 2 
7 2) 
corresponde en coordenadas polares al punto (1,57/4). 

1.Pasar la ecuación 22+y? =4 a coordenadas polares. En efecto x? + y? = 
(r cos)? + (rsin0)? = r? = 4 entonces r = 2. 

2.Pasar la ecuación Ty =6 a coordenadas polares. En efecto 


6 


£ +y = rcos 0 + rsin0 = r(cos9 +sin0) = 6 entonces r = as Si 


r = 


6 . 
—— entonces 6=rcos0 + rsin =z +y. 
cos 0 + sin 0 


3.Pasar la ecuación æ? +y? =4r a coordenadas polares. En efecto 


a? +y? = (r cosb}? + (rsin)? = r? = 4r cos 0, entonces r =4c0s0 . 
Si r = 4c080, r? = 4r cosð entonces 2? + y? = 4x. 


E 2 
4 .Pasar la ecuación (£z? +y?) = x?—y?’a coordenadas polares. En efecto 
2 . ; 
(2? +y?) = r4 = r? cos? 0 — r? sin? 0 entonces r? = cos 20. Si r? = cos 20 entonces 


rá = r? cos 20 = r? cos? 0 — r?sin? 0 luego (x? +y?) = a? -y 


Ejemplo 5.21 Calcular la integral 


JI He dedy; (A) = {(2,y)/ 2? +y? <4} fig80 


(A) 
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Solución. x = reosð, y = rsin , plr,0) = (x,y) = (rcos0,rsnd) 0< r <2, 


0<0<2r 
Ox Ox 
y - 02,4) | ar ag | | cosð -rsin | _ 
?  0r,0) | 2Y Əy | |sinó rcosó | 
Ör 00 
2 vVA-z? 27 2 
|! +" dedy a] / A+ dydx = y! e” rdrdð = ret — r. 
olá) O rær 0 0 


Ejemplo 5.22 Calcular la integral 


| stay 


(A) 


(A) es la región limitada por los gráficos de las curvas y = x, x = 0 , £? +y? = 4 
primer cuadrante fig 81 


212 CAPÍTULO 5. INTEGRALES TRIPLES. 


pir, Bj 


(igor tl 


Solución. Como y = x entonces 2? + x? = 4, luego 21? = 4 y así z= tv? =y 
x =r cosh, y = rsm0, p(r,0) = (x,y) = (reosð,rsinð) 0D<r<2, rn/1<0<m/2 


ðe, Ox Ox 
_ALY) | Or að cos0 —rsing | — 
ca O(r,0) 9 9 sind rcosð | 
Ör 00 
„2 Y 4—2?2 7/2 2 i 
J| etzay = | / edyde= | | (r cosð) rdrdð = Š — $ 3 
P(A) 0 2 7/4 0 


Ejemplo 5.23 Calcular la integral 


|! (a + yy dxdy 
(A) 


(A) es la región limitada por la gráfica de la curva (x? + y?) =2x fig 82 


r 


Y 


r = 2 Cos 
Pen eraa 
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Solución (1? + y?) = 2x equivale a r = 2c080 -1/2<0<m1/2 y así 


2 v2x-22 7/2 2cos0 
I / (2? + y?)? dedy = I / (2? + y?)? dyder = í f (12)? rdrdð = ær 
(A) MN 7/2 0 


Ejemplo 5.24 Calcular la integral 


J| vacas 


(A) 


p(A) es la región limitada por la gráfica de la curva (a? + y?) = 2y, £? (y- 1} = 1 
fig 83 


p (r, 8) 


Solución . 
1 1+v1=z2 m  2sin0 
I ydedy= | / ydyde = | f (r sin 9) rdrdð = | (1 + rsinð) rdrdð = 7 
(A) 11-1-2? 0 0 0 


Ejemplo 5.25 Calcular la integral 


f / dzdy 
(A) 


(A) es la región limitada por la gráfica de la curva (a? + yy =x? — y? fig 84 
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7 
4 


r° = Cos28 


figura 84 = 


a |y 


La ecuación 
2 212 2 2 
(z TY ) =T — y 
en polares es 


rf = 1? (cos? 9 — sin? 6) 


es decir, r? = cos 29 que es positiva para —7/4 <0 < 7/4, 37/4 <0 < 5r/4, luego 


7/4 cos 20 5/4 2020 
I dxrdy = / / rdrdð + | f rdrdð = 
P(A) 7/4 0 3/4 0 
7/4 „cos 20 57/4 cos 20 27 vycos 20 
= Í / rdrdð + f / rdrdð + / f rdrdð = 1. 
0 0 3/4 0 7/4 0 


Ejemplo 5.26 Calcular la integral 
f / ydxdy 
P(A) 


donde p(A) es la región limitada por la gráfica de la curva (a? + yy = ly fig 85 
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ES «PY = 2xy 


figura 85 


Solución.La ecuación de la curva en polares es r°? = sin 20 y alcanza el máximo valor 
cuando 20 = 7/2, es decir, cuando 0 =7/4 fig 85 


7/2 Vsin 20 37/2 Vsin20 
|! ydxdy = / | rsin0) rdrd0 + f / (r sin 0) rdrdð. 
P(A) o 0 m 0 


Ejemplo 5.27 Calcular la integral 


J| riw 


(A) 


donde p(A) es la región limitada por la gráfica de las curvas z + y = 4, zr +y = 1, 
x=0, y=0, fig 87 


4 
cosé + senó 


r = 


1 


r=: — 
cosé + seng 


figura 87 
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Solución. Las ecuciones de las curvas 1 + y = 4, £x + y = 1 en coordenadas polares 


son 
4 1 | 

= — r=— ~~ ~ luego 

cos0 + sin ” cos 0 + sin 0’ 8 


4 
T/2 cos O-+sin 0 


f / xdzdy = f / (r cos 6) rdrdð. 


1 
PLA) 0 cos O+sin 0 


J| vizas 


(A) 
donde p(A) es el cuadrado de lado 1 fig 88 


Ejemplo 5.28 Calcular la integral 


figura 88 
l À ; 1 l 1 
Solución. Si y = 1 entonces r sin 0 = 1, luego r = —— y z = l, equivale a r = 
sin 0 cos 0 
luego 
1/4 cos 1/2 að 
|! mdy = f / (r cos0)rdrdð + f / (r cos 0) rdrdð 
(A) 0 0 7/4 0 


Ejemplo 5.29 Calcular la integral 


J| asas 


(A) 


donde p(A) es la región limitada por los gráficos de y =x? y y=1 fig 89 
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figura 89 
n ; 3 sin 0 
Solución. y = 1 equivale en coordenadas polares a r = — y y=r = ; 
i sin 0 cos? 0 
tanð = T luego 9 = 7/4. 
37/4 mu T sg 7 
J dxdy Í | rdrdð + J / rdrdð + f / rdrdð 
(A) 7/4 0 3/4 0 


Ejemplo 5.30 Calcular la integral 


ISS 1) andy, a) = 0/7 + LD 


Solución. 1/2 = rcos9, y/3 = rsin0, luego g(r,0) = (x,y) = (2r cos0,3r sin 0) 
0<r<1, 0<0<2% 


= 


ör 0% 
lay) Ər ag | | 2c080 —2rsin0 | _ 
SE 9 9 E S Tiaa 
Or 


entonces 


UNES Puu- Í facina 


Ejemplo 5.31 Calcular la integral 
/ / ydxdy 


(A) 


donde p(A) es la región limitada por el gráfico r =1+c0s0 fig 91 
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r= 1+ cos 


figura 91 
Solución 
2m 14cos0 
J ydxdy = / / (r sin 0) rdrdð = 0 
p(A) Y... 


Ejemplo 5.32 Calcular la integral 


J| ew 


(A) 
donde p(A) es la región limitada por el gráfico interiora r =1 y exterior ar = riða) 
cos 


fig 92 


Y 
r= 
1 -+ cos 
r=1 
Xx 
figura 92 
Solución. 
7/2 1 
|| aray = f / rdrdd = ==- + =r 
(A) —T/2 ET 


Ejercicio 13 Verificar la veracidad de las siguientes igualdades 
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1 
f rordrd0 si (A) la región limitada por los gráficos de 
1 


1. e OS dudy 
1+cos 0 


qe bal =1,2>0,y?=1-—2z 


an 


27 5 
2. ff y12+y?drdy = f f r?drdð = 787 si p(A) = [(x, y) /4 < 2? + y? < 25) 
AA) o 2 


T5 
3. ff y/12+y?drdy = f f r’°drdð = 397 si p(A) = { (x,y) /4 < z? +y? < 25, y > 0} 
(A) 0 2 


2sin0 


4. [f (6—x-— y)drdy = f f (6-rcos0-rsinð)rdrdð si p(A) limitado por 1?+y? = 
0 0 
2y 


3 2 2 4cos0 
5. ff (6-x-—y)didy = f f(6—r cos0—r sin ð)rdrdð + Í IE (6—r cos 0—r sin 0)rdrdð 
0 0 
si p(A) limitado por xz? + y? = 4r, y x? +y? = 4 a M común 


1-22 


1 31 
6. | f et} dydr = f | e rdrdo 
0 0 00 


1 m 1 
7. [| f e+? dyder = f f e°rdrdð 
1 0 00 


1 y1? 
9. [| f ep: fe rdrdð 
a a?—y? 3 a 
10. f J In (1? + y? + 1) dædy = Tr + 1)rdrd0 


2 3 2c0 
a l y (1? + y2) dydx Pl f air 
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1 da 4 v2 

12. f f (12 + y?)dzdy = f | r°drdð 
o y 0 0 

13. f J g )dady = ffe *rdrdð 


4 


O+si 
q rodrd0+ 
0 
< 


4; 


ar a i 
9 cosðtsinð cos O—sin 0 


oO 
“T r.rdrd0+ j f r.rdrd0 +f J r.rdrd0: 
0 0 


co; 


14. INGA 
PLA) = Elx, y) / ælt ly! 


= 


27 1-sin0 


15. [f „æð ydædy= f | rrdrdð si p(A) limitado por r = 1 — sinð 
p(A) 0 0 


cos 0 


16. [f x? +y ’drdy = f | r.rdrdð si p(A) limitado por r = cos 8 
(A) -7 0 


2 Svið 3 1 
17. f f dydx= f f10rdrd8 
si -3 0 
2 0 27 
18. f f  dydr= f fr0rdrdó 
5/1 Fo 
2 V 1-(z-1)? 3 2 cos 
19. f f  dydc=f f rdrdð 
0 0 0 


20. ffdidy = f Í rdrdð si p(A) es el triángulode vertices (0, 0), (2, 0), (2, 2) 
0 0 


(A) 
z 2 sg Sr =Ñ te > 7 => 
21. ff drdy= | | rdrdð+ í T rardo + Í : rrdráð + Í rárdð + f T rdrdð 
P(A) 0 2 0 0 


si p(A) es el cuadradode vertices (2, 2), ja 2), (-2, 9) a. —2) 
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5.4.3 Coordenadas cilíndricas. 


Las coordenadas cilíndricas son una generalización de las coordenadas polares cos 4 = 


Il 318 


, sin = 2 entonces x= r cosð, y = rsinð, z = z. p(r,0,2) = (x,y,z) 


e 
(rcos0,rsin0 ,z) y 


Ox 0x Oz 
gr 29 3: coso —rsin9 0 
Jo = =| sinf recos MR 
Ea 0 0 1 
Or 00 Əz 


Para pasar de coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas se utiliza x = r cos 0, 
y=rsin0,z=z y para pasar de coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas se 


utiliza r = yx? + y? z = z, hand = 2 con mucho cuidado 
E 


Ejemplo 5.33 Pasar el punto (3,7 /2,5) en coordenadas cilindricas a coordenadas carte- 
sianas. 


z = r cos =3 cos T/2 = 0 , y = rsin =3sinn/2 = 3, z = 5 asi el punto es (0, 3, 5) 


Ejemplo 5.34 Pasar el punto (7,27/3,—4) en coordenadas cilindricas a coordenadas 
cartesianas. 


z =r cos0 = 7cos2r/3 = —7 - t = —7/2 , y = rsin b = Tsin 27/3 =7V3/2, z = —4 


asíel punto es (-; vs -4) á 


Ejemplo 5.35 Pasar el punto (1,1,1) en coordenadas cilindricas a coordenadas carte- 
sianas. 


z =r cos =1 cosl ‚y =rsin0 = 1sin1,z = 1 así el punto es (cos 1, sin 1, 1). 


Ejemplo 5.36 Pasar el punto (v2, 57 /4, 2) en coordenadas cilindricas a coordenadas 
cartesianas. 


x =r cosð = y2 cos57/4 = y2 2 = —1, y = rsin l = v2sin 57/4 = „2 ya = 
—1, z = 2 así el punto es (—1,—1,2). 


Ejemplo 5.37 Pasar el punto (-1,0,1) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilin- 
dricas. 
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r=y2+y=y(-D?2+(02=1, tanð = z = £ = 0 , entonces 0 = m así el 
punto es (1,7, 1) 


Ejemplo 5.38 Pasar el punto (1, —1,3) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilin- 
dricas. 


r =y? +y? = y (1)? + (-1)? = v2 ,tan0=% = = =-1, entonces 0 = -7/40 
27 —m/4=77/4 así el punto es (y2,77/4,3). 


Ejemplo 5.39 Pasar el punto (1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilín- 
dricas. 


r= yz? +y? = y/(1)2+ (0)? = 1, tanð = a 2 = 0 , entonces 0 = 0 así el punto 
z£ 
es (1,0,0). 


Ejemplo 5.40 Pasar el punto (—1,0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilín- 
dricas. 


r= yr? +y? = y(-1) + (0)? = 1 , tanb = s =2% = 0 , entonces 0 = 7 así el 
punto es (1,7,0). 


Ejemplo 5.41 Pasar el punto (0, —3, —3) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilín- 
dricas. 


r= yr? +y? = y0} + (3)? = 3, sin 0 = Pai —1, entonces 0 = 37/2 así el 
r 
punto es (3, 37/2, —3). 


Ejemplo 5.42 Pasar el punto (—1,1,2) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilín- 
dricas. 


r=y22+ y =y(-D0?+ (1)? = v2, tanb = 2s 2 = —1 , entonces 9 = 37/4 así 


z 
el punto es (v2, 37/4, 2) y 


Ejemplo 5.43 Pasar el punto (—1,—1, 4) en coordenadas cartesianas a coordenadas cilín- 
dricas. 


r= yr? +y = y(-1)} + (-1} = v2, tanð = Ta = = 1 , entonces 0 = 7/4 
£ 
+r =57/4 así el punto es (v2, 57/4, 4) 
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Ejemplo 5.44 La ecuación z = x? + y? en coordenadas cilíndricas es z = r?, pues , 
2 


z=? +y? = (rcos0) + (rsin)? =r 


Ejemplo 5.45 La ecuación x+y+z =0 en coordenadas cilindricas es r cos +r sin 0+ 
2=0 


Ejemplo 5.46 La ecuación x? + y? = 6y en coordenadas cilíndricas es r = 6sin0 , 
pues x? + y? = r? = 6rsin h =6y y asír = Gsinð 


Ejemplo 5.47 La ecuacón r = 6cos9 en coordenadas cartesianas es r? + y? = 6x, 
pues sir = 6 cos 0 entonces multiplicando por r ambos lados de la ecuación 
se tiene r? = 6r cos0 , es decir , x? + y? = 6x 


Ejemplo 5.48 La ecuación r =4 en coordenadas cartesianas es 1? + y? = 16, pues si 
r=4 entonces multiplicando por r ambos lados de la ecuación se tiene r? = 16 , es decir 
, tt y? =16 


Ejemplo 5.49 La ecuación r?+ 2? = 16 en coordenadas cartesianas es x? +y? +22 = 16 


5.4.4 Coordenadas esféricas 


z 


rsenp =L 


rcosyp 


figura 94 


A L 
De la fig 94 se deduce que : cosy =— entonces z = recos, sin y = — = entonces 
r i 
L=rsinp, 
cos0 = T entonces x = rcos sin y, sin 0 = T entonces y = Lsinð = rsingsinð, 


luego 


sin = 7 entonces y = Lsin0 = rsingsinð entonces 
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v(r,0,p) = (rcosOsinp,rsinOsinp,rcosp) y r = yr? +y? +z, tanó = a 
cosy = — 
ðx x ox 
4 y e cosOsinp —rsin0sinp rcosOcosp 
Jy = a > TAE sinOsingy  rcosOsinp  rsin0cosp | =—rÍsinp. 
dz ðz əz cosg 9 Bið 4 
Or 00 do 
Ejemplo 5.50 Pasar el punto (1, 0,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas 
0 


| 

| 
| 
o 


r = yT? + y? + 2z? = ya} + (0)2 + (0)? = 1, tanð = 2? luegoð = 0, cos p = E a 
Í r 
entonces p = T/2 así el punto en coordenadas esféricas es (1,0,7/2). 


Ejemplo 5.51 Pasar el punto (0, 0, 1) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas 


r=yx2+y42= (0? + (0)? + (1)? = 1, tand = 2 luego = 0,cos = Í = 7! 
£ 


entonces p = 0 así el punto en coordenadas esféricas es (1,0,0) 


Ejemplo 5.52 Pasar el punto (0,1,0) en coordenadas cartesianas a coordenadas esféricas 


0 
r =r? +Y +2 = y (0)? + (1)2 + (0)? = 1,tand = 2 luego0 = T /2, cosy = -= = 0 
z r 


entonces p = T/2 así el punto en coordenadas esféricas es (1,7/2,7/2). 


Ejemplo 5.53 Pasar el punto (0,0,—1) en coordenadas cartesianas a coordenadas es- 
féricas 


r= yr +y +z = y0)}2+ (0)? + (-1)* = 1, tan 0 = 2 luegoð = 0, cos y = S WN -1 
3 r 


entonces p =T así el punto en coordenadas esféricas es (1,0,7). 


Ejemplo 5.54 Pasar el punto (1, 1, v2) en coordenadas cartesianas a coordenadas es- 
féricas 


2 1 
T? +y +22 = Jar ++ (v2) = 2, tan 0 = - e 1 luegod = 1/4 


2 
—, entonces y = T/4, así el punto en coordenadas esféricas es (2,7/4,7/4). 


A 
Cosy = — = 
P r 2 


5.4. TEOREMA DEL CAMBIO DE VARIABLE 225 


Ejemplo 5.55 Pasar el punto (-1, —1, v2) en coordenadas cartesianas a coordenadas 
esféricas 


2 E 
T=y r ty 2? = y+ (-D? + (v2) = 2, tan = - a 1 luego 
z v2 


r 2 


entonces p = T/4, así el punto en coordenadas esféricas es (2,57/4,7/4). 


0 = T/4 + T = 57/4, cos y = 


Ahora mostraremos con ejemplos como es el cambio de variable cuando se aplican 
coordenadas cilíndricas y coordenadas esféricas 


J| |> diva 


(A) 
donde p(A) = {(£,y, z2) /r% +y? te? <9} fig 95 


Ejemplo 5.56 Calcular 


Solución . 
3 „grg? y9t?-y 27 9—r2 


/ f / 1? dzdydz = f / f z’dzdydx = f j / (r cos 0)’ rdzdrdð 


p(A) -3 -„/9-æ? -/9-2ð-yð —-/g9—-r? 


27 T 


3 
24 
= | / / (r cos Ó sin py r? sin pdydrdð = or, 
0 0 0 
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/ / / 2? dzdydx 
(A) 


p(A) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies x? +y? =4, 2=2, 2=-2 
fig 96 


Ejemplo 5.57 Calcular 


figura 96 


Solución Si z = 2 entonces r = 2/cos(p. Si z = —2 entonces r = —2/cosp Si 
1? + y? = 4 entonces (rcos O sin y)? + (rsin O sin y)? = r? sin? y = 4 luego r = 2/ sin y 


JJ: into Í TR MS E 


a 
27 7/4 2/ cosg 27 37/42/ sin p 
JJ / (r cos g) ? r? sin odrdpdo +f] fa (r cos p)? r? sin ydrdodð+ 
0 7/4 0 


2 m -2/cosp a 
6 
(r cosy)? r? sin pdrdedo = zT 


0 37/4 0 
Ejemplo 5.58 Calcular 


f / / dzdydx 
(A) 


donde p(A) = {(z,y,2) J£? +Y? +2? <9 ,2<0) fig 97 
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Y 


figura 97 
x+ y zz 9 
x 
Solución 
V9—22 27 3 


[J| ces / Pf a f] 


9—a? -/9-2ð-y? 


3 
sí r? sin pdpdrd0 = 187 
0 0 


7/2 


0 
f rdzdrd0 = 187 
9— 


2 


| 
£ 


r 


Ejemplo 5.59 Calcular 


J|| iva 


(A) 


donde p(A) = {(x,y, z) /£? styð +22 <9 <0,y<0 2>0) 


Solución . 
0 0 9—22—y2 317/2 3 y9-r2 9 
TII dzdydx = / / / dzdydx = f / f rdzdrdð = J” 
p(A) =3 —V9=x2 0 m 0 0 
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ff ida 


(A) 


donde p(A) = {(2,y,2)/1°+y°+2 <9 2<0, y>0) 


Ejemplo 5.60 Calcular 


Solución 


D| 


„ora? y9-x?-—y? T 3 v9-r 


0 
TII dzdydx = / f / dzdydx = / / rdzdrdð = 9r 
3 0 


=1/9-2?—y?2 7/2 0 -y9=p2 


3 
= la sin pdydrdð = 9r. 
0 0 


Ejemplo 5.61 Calcular 


(A) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies x? +y? = z, z = 4, 
„fig100 


x figura 100 


Solución La curva de intersección de las dos superficies es x? +y? = 4. y = ar tan 1/2 


z = 4, entonces r =4/cosp, y z = £? +y?, r=c0sp/ (sing), luego 
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2 Yi? 4 27 2 4 
TII dzdyde = Í 1 / dzdyde= | | | razdrao = 87 = 


p(A) 2 Vi 0 0 r? 
27 arctan1/2 4/cosp 27 7/2  cosp/(sinp)? 
f / / r° sin gdrdydð + f / / r? sin pdrdpdð. 
0 0 0 0 arctan 1/2 0 


Ejemplo 5.62 Calcular 


ff ida 


(A) 
donde p(A) = {(æ,y, 2) /r% +y? + (2-1)? <1} fig 101 


figura 101 


Solución Si z? +y? + (z— 1)? =1 entonces z= 1+ y/1-— 2? — y? 


1— 1-12 -y2 


JII did j | T J dzdydz = / j UN pr 


p(A) 1 _y1=2? 1- y1- E 0 1-y1=r2 


27 T/2 2cosp 


al J J r? sin pdrdpdð = an - Í / |: sin gdrdpdð 


Ejemplo 5.63 Calcular 
I (2? + y)? dzdydx 


(A) 
donde p(A) = {(z,y,2) A < 2? +y? +2? < 4} 
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CAPÍTULO 5. INTEGRALES TRIPLES. 
Solución 


1 „ia? -ylz?-y 


JII (2? + y)? dzdydx = I / f (xz? + yy dzdydx+ 
(A) 


=1 -VyI=r? -/4-2ð-y? 


= 


„/4—z? 
(+ y !dzdydz + | / 


LR —4— q? s/h 12-y2 
1 VE Via? 


1 Varg? y4- 
/ f (1% + y?) ? dzdydz + / (x? + y?) ? dzdydz + 
=1 _/4-a? y (4-12? 


= il Vl-=a2 q 12—y2 


a/ 4x2 


í 


-1 _ 


IS 


a E 


(x? + yy? dzdydx + 


E 
ál 


2 4—g? y 4=1?=y? 27 1 — vV1=r2 r2 
/ I / (z? + y?) ? dedydz = J / I Adra l / de dedrd0 + 
1 við 4 22? 0 0 -y4r? 0.0 „Ir? 
27 2 vA-r? Tr 2 
f / f dzdrd0 = / f / rdrdpdð = 67 
0 1 -yI 0 1 


Ejemplo 5.64 Calcular 
JII (2? + y)? dzdydz 
(A) 


donde p(A) está limitado por z? +y? +2? = 16 y z? +y? =4 fuera de éste 


-2 vl6-a? 16-z?— 
TII (a? + y)? dzdydx = / f / (a? + yy? dzdydx 
(A) 


—4 -1/16-22 =y/16-a2y? 


y2 


2 ag? vyl6-22-y? 2 yl6-12 V16-z?-y? 
+ 1 I / (2? + y?) ? dzdydx+ f 1 (z? + y%) ? dedydx+ 


=2 y 162? -16-2?—y? =2 „4-r? -16-2?-y? 
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4 vVl6=a2 vy16-2?2-y? y 16-12 


/ eS + y?) didas / j / dzdrdð 


-V16—-z? -/16-2?—y? -v16-r? 


27 57/6 4 


El J / fs i AR v3) 


0 7/6 2/singp 
TII dzdydx 


(A) 


Ejemplo 5.65 Calcular 


2 2 2 
(A) es el sólido limitado por el gráfico de la superficie > + æt + = = 1 fig 105 


figura 105 


z/a =r cossin g, y/b = r sinsin p, z/c=rcosp luego 
p(r, 0, p) = (ar cos O sin ọ, br sin O sin p,crcosp) Jp = —aber?ðsing y así 


(b/a)//a?—a? cy 1-3? /0%y? /b? 


a 127 7 
JJ dzdydx E f 1 dzdydx = || | eð sin pdpd0dr = $ rabe. 


(—b/a)Va2=r2 — cy/1= 12/a2—y2 /b2 0 0 0 


ff ida 


(A) 


Ejemplo 5.66 Calcular 


p(A) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies x? + y? = 1, r? + y? = 4, 


þið 
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Solución 
27 2 3 2r arctan 2/3 3/ cos 
JII dzdydx = / [riara = lors / f I r? sin pdrdpdð + 
P(A) 0 1 +2 0 0 0 
27 37/4 2/sinp 27 m -2/cosp 
/ 1 f r? sin pdrdpdð + i | | r? sin pdrdpd0— 
0 arctan2/3 0 0 3/4 0 
27 arctan1/33/ cos 9 27 n-arctan1/31/sin p 2r = -2/ cos p 
/ f | r? sin pdrdgpdð + / ll / r? sin pdrdgpdð + / f / r? sin pdr 
0 0 0 O arctanl/3 0 0 r—arctanl/2 0 
27 arctan 2/3 3/ cos 29n 3m/4 2/sinp 
= T / f r? sin pdrdpdð + / í f r° sin pdrdpd9+ 
0 arctan1/31/sing 0 arctan2/3 1/sing 


27 m—arctan 1/2 —2/ cos p 


| / r° sin odrdyd0. 


0 37/4 1/sin 


TII xyz dzdydx 


(A) 
(A) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies xy = 1, zy = 4, gsz=1 
zz = 9 yz = 4, = yz = 9 primer octante . 


Ejemplo 5.67 Calcular 


Solución . u = Ly, v = 212, w = yz, luego 1<u<4 1<v<9 4<w<9 
uvw = x?y?z? entonces xyz = yuvw. 


Ox y 0z 
yx o0 
Jp- = A er eu =| 2 0 = —2yrz y 
Ox Oy Oz 0 
du dd | 1024 
Ox Oy 0z 


4 9 9 

1 
|! xyz dzdydz = / 10 a ðwdvdu = 60. 
(A) 


1 1 4 
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ff ida 


(A) 


Ejemplo 5.68 Calcular 


(A) es el sólido limitado por el gráfico de las superficies 


T+Yy+z2=0, 2+y-2=0, 2-—y—oz=0, 22 —2=1. 
Solución u = xr +y +z, v=rty—z2, w= r—y— z, entonces u=0,v=0,w=0 
y 21 — z = 1, se transforma en u + w — į (u — v) = 1. 


u— v 
( ya que u+w = 2r, u—v = 22 luego 2 = ——) y esto implica que u +v +2w = 2 


y asi 
zy ea 
dzdyd 2 dvd Sr 
Zayar = T 
(A) 0 0 


Ejercicio 14 Colocar límites en la integral [ff z dzdydx sin cambio de variable, en cilín- 
(A) 
dricas o en esféricas 


1. (A) limitado por las gráficas de las superficies 2? = TZ (£2? +y), z =h 


Respuesta 


R_h_ 
27 27 arctan h cosge 


R VR-2 h R h 
/ it / zdzdydx = | | [r.ázárao= | / jr sin pr cos ædrdpdð 
R 0 0 


= h 0 0 0 
=V R? =z? ho /224y2 Le 


2. ((A) limitado por las gráficas de las superficies z = —y1?+y? , z = —1 Re- 
spuesta 
1 vIr? y 2?+y? lr ma 


(r? sin p)r cos pdrdpdð 


Pf | .a- / J J rzdzdrdð = jj 


e? 
~i] 
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3. (A) limitado por las gráficas de las superficies z = y/4— z? — y? , z = 0, 2249? = 
1 común, Respuesta 


L Yi? yt 27 1 Ær? 
J / / zdzdydz= | | | rzdzdrd0 = 
A 0 00 0 


27 


mg 2 
= I” sin Yr cosadrdpdð + Í 
0 0 0 0 


4. (A) limitado por las gráficas de las superficies z = 4— yx? + y2? ,z = 1 Respuesta 


Ola 
[E] 


f r? sin pr cos pdrdpdO 
0 


3 vV9a? tyz?+y 27 3 dor 
I / í ededydo = | | | redsdrdð = 
gg 1 001 


4 
27 arctan 3 cos p+sin p 


= ll i / r° sin yr cos pdrdpdO 
0 0 1 


cos p 


5. p(A) limitado por las gráficas de las superficies 1? + y? = 4, z = 0, +y =z 


Respuesta 
2 via? r?+y? 27 de “Es e 
f stnie= f | Í stana= | i I r? sin pr cos pdrdpdO 
a -V 4-1? 0 0 0 arctan Í OS 


2 sin2 (72) 


6. p(A) limitado por las gráficas de las superficies £? + y? + 2? = 22, y12+y? = 2, 
parte común Respuesta 


27 1 14+y1-=r2 2r í 2cosp 


a / redadrdo= | | | (*sime)r cos pardedð 


0.0 f 0.00 0 
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7. ((A) limitado por las gráficas de las superficies z = 1, y/9 — 1? — y? = z Respuesta 


2r V8 V9—r? 27 arctan V8 3 
n / / rzdzdrdð = f I / r cos p.r? sin pdrdydð 
00 1 0 0 1 


cos p 


8. (A) limitado por las gráficas de las superficies z =6—x2?*—y?,y=x,y=0,1=1 
Respuesta 


æð 6— r? 


j / / rzdzdrd0 


1 Vita? l+y 1-2?-y? 
9. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas f f f dzdydx Respuesta 
11271 ,/1-a2-y? 


27 1 1+y1=r2 27 3 2cosp 


Ja rdedrdo= | | f (r° sin p)drdpdð 
0 0 00 0 


1-,1-r? 
1 0 0 
10. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas | f f  dzdydx Respuesta 
0 


=V1-22_,/1-22-y2 
27 1 r 


Je sin p)dpdrd0 


= ið 
= 
a 
Xx 
a 
Sp 
= 
D 
| 
~ 
— 


4 4 
11. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas | f f  dzdydx Respuesta 
0 0 


Va 


236 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 
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1 
Pasar la integral a Cilindricas o esféricas | f | dzdydx Respuesta 
0. 2 0 
Pf riarao= | | fo sin p)drdpdo0 
70 0 za l 
VIV 4-9? 2 


Pasar la integral a Cilindricas o esféricas f f fdzdæzdy Respuesta 
0 Yy 0 


71.2 2 4 4 
| | [riara= | | 
0 0 0 0 0 


1 
Pasar la integral a Cilindricas o esféricas | f f  dzdydz Respuesta 
1 0 


n 2 
cos p 2 sing 


(r? sin p)drdgdd + | f Ie sin p)drdpd0 
0 3 


0 


Vy 2-—r2 


m 1 T 
J l rdedrdo= | | fe sin y)drdyd0 
00 7 0 0 0 


0 a/ 16-22—y?2 
f f  dzdydz Respuesta 
z 0 


4 
Pasar la integral a Cilindricas o esféricas f 
0 


—16—z? 
27 4 „16-r? m 3 4 
n rdzdrdð = / fo sin p)drdpdð 
ár 0 0 35 0 0 


2 0 
Pasar la integral a Cilindricas o esféricas f f f  dzdydx Respuesta 
0 


27 2 y8=r2 27 


f rdzdrdð = I 


3z 0 r 31 
2 


UR 
A 
E 
N 
2. 
jua) 
> 
a 
3 
a 
AS 
= 
D 
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00 00 00 


17. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas | f f y/yr? +y? +z? (= 042) dr Respuesta 


— 00—00—09 


27 oo 00 27 oo T 


ri (rt) rdedrdd Sr ER (r? sin p)dydrdð 
0 


0 —oo 


3 
18. Pasar la integral a Cilindricas o esféricas f f f etið) dedydo si p(A) limitado 
(A) 
por 1? + y? + 2? = 1 Respuesta 


27 E 


7 Je (2 eao a 
=y1=142 i 


19. Que conjunto del espacio maximiza el valor de fff (1 — x? — y? — 22) dzdydr Respuesta 
(A) 


r’ +y +z <1 
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Capítulo 6 


Aplicaciones de las integrales 


6.1 Area entre curvas. 


b 
Recordemos que si f(x) — g(x) > 0, entonces | (f(x) — g(x)) du, representa el área 


encerrada por y = f(x), y = glx), z=a,x=b yeleje x fig 110 


figura 110 


Ejemplo 6.1 Hallar el área limitada por el gráfico de y? =1—x,2y=x+2 fig 111 


239 
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figura 111 


(8,3) 


Los puntos de intersección de las ecuaciones es (0,1) y (-8,-—3) luego 


0 (2+2)/2 1 „Iz 1 1—2 

2 

A(Q) = | dydz = | I dydx +/ f dydx zd / dædy = 
Q a E 0 —yl=z —3 2y-2 


Ejemplo 6.2 Hallar el área limitada por los gráficos de y? =2x-2,x+y=5 fig 112 


Y 


x+y=5 


Los puntos de intersección de las ecuaciones son (3, 2) y (9, —4), despeje y de x+y = 5 
y reemplácelo en y? = 2x — 2 


2 5-y 3  y2x-2 9 5-æ 
A(Q) = J dydx = 1 I dxdy = / f dydx + I / dydx = 18 
Q —4 y242 1 -y/20-2 3 —y2%-2 


2 


Ejemplo 6.3 Hallar el área limitada por los gráficos de y? — x? = 1, z = +2 .fig 113 
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Los puntos de intersección de las ecuaciones son (2, +5) á (-2, 4/5) luego 


soffan} T ao] jus T ES 


=2 _V12+1 =I = 


-1 2 „5 -Vy 2-1 v5 2 


ef Í a a a 


-V5 Ay 1 -2 1 21 


Ejemplo 6.4 Hallar el área limitada por el gráfico de |x| + |y| < 4. fig 114 


y 


>< 


A 
v 


Sea u = x + y entonces u = 4y u=-4 y v=x—y entonces v=4 y v= —4, 
u v u v 
== = — 1 
T z Tp Y 5 2 uego 
u vu v 
A = |[—4,4 4,4 = —= =f{=t=,— —=)=1 
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entonces 
0 4tæ 4 dz 4 4 i i 4 4 
| aa | | ars | | æ= f fl-3 dudv = > | | dudv =32 
(A) —4 -4—2 0 2-4 —4 —4 -4 -4 


Ejemplo 6.5 Hallar el área limitada por los gráficos de 1?+y? = 4, a?+y? = 4x (común 
) fig 115 


figura 115 


-773 5773 


Los puntos de intersecciòn de las ecuaciones son (1, v3) y (1, = v3) „que se obtienen 
igualando las curvas. De z? + y? = 4 se tiene que y = £/4— 272, y que z = +4/4-— y? 
1? + y? = Ar equivale a (x — 2)? +y? = 4 y de aquí z = 2 +,/4- y2? y y=+vV%u — a? 
luego 


„3 4-y? 1 „Ara? 2 yiza? 
A(Q)= J dydx = / f dxdy =| / duda+ Í f dydx = 2/34 31 
Q 32 /4-y? 0 „aga? 1 -yia 
T/3 2 1/2 4c0s0 57/3 4cos0 Tj 2 T/24cos0 
= / fraas | f rdrdo+ f / rdrdð = 313 +=2 Pl sn f rdrdð 
-7/3 0 1/3 0 37/2 0 0 7/3 0 


Ejemplo 6.6 Hallar el área limitada por los gráficos de 1?+y? = 4, 1?+y? = 4x (exterior 
ax? +y? = 4 y interior ax?+y?=4x ) fig 116 


6.1. AREA ENTRE CURVAS. 243 


Y nf3 


Xx 


figura 116 


r = 4 cos 


r=2 
571/43 
-773 
2 Vár æð 2 —yYi-a? 4 Vár-z? i 
A(Q) = | | ayár= f f dudo + | f dudo+ Í / dyda = 14213 = 
1 Va g? 1 „ir-a? 2 ára? 
„3 2 ty? 3 2+y 4y? 2 2+y4y? 
4 
f / dxdy + I / dædy + f dudy = 37+ 2V3 
-v3 4—y? =2 gL 4—y2 v3 2—,/4—y2 
T/3 4cos0 T/3 4cos0 27 4cos0 4 
=l | rwa- | l rdrdo + | | rárdo= sr +2v3 
7/3 2 0 2 57/3 2 


Ejemplo 6.7 Hallar el área limitada por los gráficos de x?+y? = 4, 12+y? = 4x (interior 
ax?+y?=4 y exterior ax?+y?=4x ) fig 117 


nf3 


Y 


figura 116 x 
r = 4 cos 
0 Yi? 1 —Vla-a? r 
A(Q)= I dydx = f / dydx +/ f dydx + / n dydz = 37 #23 
Q 22 _y/4-a? 0 Ax—a2 0. 42 
7/2 2 37/2 2 57/3 2 4 
= / f rdrdð + / | vara = f / rdrdð = ar t2v3. 
1/3 4cosð 7/2 0 3T /2 4cosð 
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Ejemplo 6.8 Hallar el área limitada por el gráfico de x?/a? + y?/b?=1 fig 118 


figura 118 


Solución z = arcos0 y=brsinð, p(r,0) = (x,y) = (ar cos0, br sin 0) 


alz, y) Or ox 
_0O24) | ə ag |_|acosó —arsinð | _ 
a= O(r,0) By 9 been) saca) E 
Or oð 
a 2 a?—x? 2m 1 
A(Q) = J dydx =| / dydx = | foward = tab 
Q -aè (4232 0 0 


Ejemplo 6.9 Hallar el área encerrada por el gráfico de x+2y =2,y-—=1,21+y="7 
fig 119 


X 
(4,-1) 


figura 119 


Solución Los puntos de intersección de las ecuaciones son (2,3), (0,1), (4, —1) que se 
obtienen solucionando el sistema de ecuaciones x + 2y = 2, y — x = 1, 2g + y = 7, luego 


2 l+r 4 7-2x 
AQ)= | | aydr= | | avas f / dydx =6 
Q 0 22 2 22 
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Ejemplo 6.10 Mostrar que el área encerrada por el gráfico de 1? + y? = z, £? +y? = y 
viene dado por fig 120 


Y r =sen0 


r =cosé 


figura 120 Xx 


0  cos0 T/4 cosð 
Area(A) = |! dydx = |! rdrdð = / / rdrdð + / f rdrdð = an + : 
Q Qı —r/2 0 0 sinð 
T/4 sinó T/2 cosð 
Area(B) = dydx = jJ rdrdð = / / rdrdð + / f rdrdð = ar — f 
0 7/4 0 
7/2 sinó 
Area(C = ff dydz = | rdrdð = Í fá rdrdð + f / rdrdð = ¿7 + A 
0 7/4 cosð 


Ejemplo 6.11 Mostrar que el área encerrada por el gráfico der = cos0 yr = 1 — cost 
viene dado por fig121 


r= 1- cos 


figura 121 
T/3 cos i 
Area(A) = I dydz = I rdrdð = / i rdrdd = -37 + v3 
Q Qı —r/3 1—cos 0 
7/3 1—cos 0 7/2 cos 


Area(B) = |! dydx = |! rdrdð = 2( f rdrdð + / | rdrd0) = Ta -— v3. 
Q Qı 0 0 7/3 0 
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7/2 1—cos0 37/2 1—cos 0 
Area(C) = I dydx = I rdrdð = / / rdrdð + f | rdrd0+ 
Q Qı 7/3 cosð T/2 0 


571 /3 1—cos 0 
11 
rdrdð = oTr v3 


37/2 cosð 


Ejemplo 6.12 Mostrar que el área encerrada por el gráfico der = 1 +sin0 viene dado 
por fig 122 


figura 122 


27 1+sin0 


Area = |! dydx = |! rdrd = I / rdrdð = sn 
Q Qı 0 0 


Ejemplo 6.13 Mostrar que el área encerrada por el gráfico de r? = sin20 viene dado 
por fig 122 


sin 20 =0 si 20 = 711, es decir, 0 = 7/2 


7/2 Vsin20 
Area= | | dydz = | | rárdo=2 | / rdrdð = 1 
Q Qı 0 0 


Ejemplo 6.14 Mostrar que el área encerrada por el gráfico de r = cos30 viene dado 
por fig 123 
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cos30 =0 si 39 = 7/2, es decir, 0 = 1/6 


Tr /6 cos 30 i 
Area= |] dydz = | | rárdo=6 f f rdrd = ¿T 
Q Qı 0 0 


Ejemplo 6.15 Mostrar que el área encerrada por el gráfico de r = cos20 viene dado 
por fig124 


cos20 = 0 si 20 = 1/2, es decir, 0 = 7/4 


T/4 cos20 


Area = I dydz = I rdrd0 = sf / rdrdð = ór. 
Q Qı 0 0 


Ejercicio 15 


1. Hallar el área de la región limitada por los gráficos de y = 2z?, y = x?, £ = y?, 


4 2 
dudv 

x = 4y? primer cuadrante. Respuesta / f = 
3u2y2 8 

11 
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. Hallar el área de la región limitada por los gráficos de 2y? = 1+4,x = y? Respuesta 


2 y 


drdy = 32 


—22y2—4 


. Hallar el àrea de la región limitada por los gráficos de y = z, y = =x +4, y = —1+2, 


y=0. Respuesta EZ a 
2 0 


Hallar el área de la región limitada poi los gráficos de y = xz + 1,y = z — 3, 


zo T 


Y==3 +5 y= -5+5 Bie Í Í dudv = Ë 


7-3 
9 


. Hallar el área de la región limitada por los gráficos de xy =1,1y = 4, y =1,y=4 
4 4 


primer cuadrante Respuesta l f dudo = 3ln4 


11 


. Hallar el área de la región limitada por los gráficos de xy =1,1y = 2, x = 1, z = 4 
4 2 


primer cuadrante Respuesta f I dudo = In 4 


1 1 


. Hallar el área de la región limitada por los gráficos de x = y? — 1, z = 2y? — 2 


1 y?-1 
_4 
Respuesta | T dzdy = 3 


-12y2-2 


2 
. Hallar el área de la región limitada por los gráficos de x = í —3, x = yt 1 Respuesta 


-1 „2246 5 2216 
j | ER 1 dudo + Í f dydx 
a -3- 376 “i si 
. Hallar el área de la región limitada por los gráficos de x = y— y?, y = —x Respuesta 


2 y-y? 


| far: 
0 =y 


6.1. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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Hallar el área de la región limitada por los gráficos de r = —y?, y = x + 2 Respuesta 
1 —y? 
_9 
dudy = > 
—2y—2 


Hallar el área de la región limitada por los gráficos de y = 0, y = (x= 1)? y = 
1 l-„gy 


(x +1)? Respuesta f | dædy 


0 -1+Y4y 


Hallar el área de la región limitada por el gráfico de 1? + (y — pe = 1, Respuesta 
1141-22 2 


y 2y-y? 
f / dydx = / / dzdy 
2y-y? 


=11-y1-22 as 


Hallar el área de la región limitada por los gráficos de z = y?, y — x = 3, y = 3, 
2 y? 
y =2 Respuesta | Í dædy = 175 
—3y-3 


Hallar el área de la región limitada por los gráficos de z + 2y = 2, y 


1 1-3 


Respuesta | 1 dydx =3 
E 


Hallar el área de la región limitada por los gráficos de y = 6 — r?,y = 3 — 2% 
3 6-2? 


Respuesta J I dydx = 32 


-13-2x 


Hallar el área de la región limitada por los gráficos de y—x=6,y=x%,2y+x=0 
0 146 2 2+6 


Respuesta f / dydx + f I dydx = 22 
-4-2 0 z3 


Hallar el área de la región limitada por los gráficos de r = 5 y a la dercha de la 
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3 


3 3 
recta 4r cos = 3 Respuesta / / rdrdð 
HB 


3 Zxcosĝ 


18. Hallar el área de la región limitada por los gráficos de interior a la cardioide r = 
2 1+c0s 0 


1 + cos0 y exterior ar =1 Respuesta I f rdrdð = ir +2 


Za 1 


19. Hallar el área de la región limitada por los gráficos de interior a la cardioide r = 


3 3 cos 0 
3cos0 y exterior a r = 1 + cos 0 Respuesta rdrd0 = m 
= 3 1+c0s 0 
5 cos O+sin 0 
20. Hallar el área interior a r = cosO+sin 0 y exterior ar = 1 Respuesta / rdrdð = 
0 1 
1 
2 
5 2sin 20 


21. Hallar el área interior a r = 2sin 20 y exterior a r = 1 Respuesta / 4rdrdð 


Ela 


E 2 cos 20 
22. Hallar el área interior a r = 2 cos 20 y exterior a r= 1 Respuesta / f 4rdrdð 
5 „a sin 29 


23. Hallar el área interior a r? = 2sin 20 y exterior a r=1 Respuesta | 2rdrdð 
6.2 Volúmenes. 
Recordemos que si f(x,y) — g(x,y) > 0 entonces 
Hæ,y) 
y) 


V(S) = |! (f(x, y) — glx,y)) dædy = Jhi / dz)dxdy = JII dzdxdy. 
Q Q glz, S 
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(2,4) 


figura 126 


Ejemplo 6.16 Hallar el volumen del sólido limitado por el gráfico de z = 8 — z? — y, 
z=% +4? fig126 


Igualando las ecuaciones tenemos que z? +y? = 4 es su interseccion, pues 8-— gz? — y? = 
£? +y? luego z? +y? = 4 de z = r? +y? entonces rcosp = r?sin?p y de aquí 
r = cosp/ sin” p. De z = 8—2?—y? entonces rcosp = 8— (r? cos? 0 sin? p + r? sin? 0 sin? p) 
= 8 — r? sin? y luego r?sin?p +rcosy — 8 = 0 y despejando r, obtenemos 


r= (- cos P + Yoo +32502p) /2sin" p =$ (p) 


luego 


2 d—x 8—2?—y? 8S-r? 


oen | | paee] Í Í razara = 16r = 
S 0 0 


217 2 r2 


27 arctan 1/2 f(p) 2m T/2  cosp/sin? y 
= / / / r? sin pdrdpdð + f f / r? sin pdrdpdð 
0 0 0 arctan 1/2 0 


Ejemplo 6.17 Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de x? + y? + 2? = 4, 
z2? =x? +y? interior al cono fig127 
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igualando las dos ecuaciones se tiene 1? + y? + 2? = 224 2? = 22? = 4, luego z = +y2 
entonces z? +y? = 2 es la curva de intersección. tany = v2/ „2 = 1, entonces py = 
arctan1 = 7/4 y así 


„5 ya y ery „3 veg? yy 


V(S) = f / / dzdudy Sl / | TN / / dadydr = 


2 —y 2-2? y/224y? -v2 -V2-að 1 /4-a?2-y? 


27 2 7/4 


e sin pdydrd0+ = / dE sin pdpdrd0. 
0 0 


0 37/4 


Ejemplo 6.18 Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de x£? + y? + 2? = 4, 
z? = x? +y? fuera del cono fig128 
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igualando las dos ecuaciones se tiene z? +y? +2? = 2? +2? = 22? = 4, luego z = +vV2 
entonces 1? + y? = 2 es la curva de intersección. Si x? + y? = 2 entonces r?sin? y = 2 
luego r = „2/ sin 
„ara? yi?+y -V2 Via? y tz?-y 


V(S) = f / / dzdzdy = f a I dedyda + Í ' / dadyda + 


42 —v2—22 =y/ 12442 -2 „42 y4- 22—y? 
a/ 4— 


q2— 
i dzdydx = 


„2 Va? y4-2—y? „3 Via? V4A-a?- 2 
/ "sapos | T 


1 ; | af f 


— v2 —vV4—r? ~ —vV2 Y 2-2? -/4-12—y? —vV2 —Y ta? - v4- æð? 
27 2 vA-r? 27 2 37/4 
Ds 16 
rdzdrdð + rdzdrdð = ré sin pdpdrdð = av? 
=r V4—r2 r2 0 0 7/4 


Ejemplo 6.19 Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de z? + y? + 2? = 16, 


4 = 2? + y? interior al cilindro 


xer” 


T? +Y? +2? = 4+2? = 16 entonces z = +y12 . tanp = 2/,/12 = 1/43, luego 


p = T/6 así 


2 var? vy16-x?-y 2 y16r2 


llum} | Í tt = PT ena- 


2 4? -16-2?—y? -v16—-r? 


27 7/6 4 27 57/6 2/ sin p 


27 T 4 
E G sinpdragdo+ | f / r *sin gdrdpdð + | f Jr siogardoio 


0 #6 0 0 57/6 0 
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Ejemplo 6.20 Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de z? +y? + 22 = 8, 
y 22 = x? + y? (interior al paraboloide) fig130 


x 
N 


Solución La curva de intrsección es 2? +y? = 4, en el plano z = 2, pues z? +y? +2? = 
2z + 2? = 8, es decir, z? 422 — 8 = (z + 4) (z — 2) = 0, de donde z = 2 por lo tanto 


2 yI ys? ar 2 Vör? 
V(S)= JII dzdxdy s f / dzdydx = TJ / rdzdrd0 = 
S 2 —y4=r? (z?+y?)/2 (0 2 
27 V8 7/4 27 1/2 (2cosp)/sin?p 
TR sin pdydrd0 +/ / / r? sin pdrdpdð = -2a + 312 = 
0 0 0 0 7/4 0 


Ejemplo 6.21 Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de (x? + y?*+ 22) = 
zx? + y?) 


Solución La ecuación de la superficie en coordenadas esféricas es r = cospsin“ y y 
como 0 no aparece toma el máximo valor, es dcir, 0 < 0 < 2r, y 0 < y < 7/2 ya que 
z >0 y así 


27 7/2 (cosp)sin? y 


1 
V(S) = TII dzdzdy =| / r? sin gdrdpdð = Fl 
S 0 


0 0 


Ejemplo 6.22 Hallar el volúmen del sólido limitado superiormente por por el gráfico de 
z = y e inferiormente por z = z? +y? fig 181 
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Solución Como z =y y 2=x*+y? entonces la curva de intersección es y = x? +y? 
luego 


m sin0 rsin m T/2 (cos p)/sin? p 


v(9)= j] dzdxdy = 0 | rdzdrdð = z=] / / r° sin pdrdydð 
Ss 0 0 y 0 


0 7/4 


Ejemplo 6.23 Hallar el volúmen del sólido que esá dentro de x? +y? +2? = 16 y 
dentro del cilindro Ax = z? + y? 


Solución 
4 21—a? 16-22—y? 7/2 4cos0 y16—r2 
V(S)= JII dzdxzdy = / / / dzdydx = f / / rdzdrdð 
S 0 —vV21—a? -16-2?—-y? —1/2 0 /6—r? 


r/24cos0 „16-r? 


Er Í f rdzdrdð = 
3 9 
0 


0 -v16-r? 
7/2 7/2 (4 cos 9) / sin y 7/2 sin (cos0) 4 
=4 f / f r? sin pdrdydð + / / Í sin pdrdpd0 
0 sin”*(cos0) 0 0 0 0 


Ejemplo 6.24 
Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de x? + y? = 22, £? +y? = 2z, z =0. 
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Solución 
2 v21-a? (2?+y?)/2 1/2 2c050 r?2/2 
V(S) = TII dzdxdy = / f / dzdydx = a = / J / rdzdrdð = én 
s 0 oyaa 0 -3/2 0 0 


Ejemplo 6.25 Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de z = 16 — y x£? + y? 
y 2=7 figl34 


Solución Como z = 16 — „yx? +y? y z = 7 entonces 7 = 16 — „r? +y? y así 
x? + y? = 81 es la curva de intersección luego 


9 vy8l=a2 16-y/1?24y? 27 


9 16—r 
V(S} = JII dzdædy = / í f dedydr = TJ / rdzdrdð = 2437 = 
S —9 —/81—x2 Y 0 0 7 


27 arctan(9/7) 16/(cos p+sin p) 


E f / f nadi 
0 


0 7/cos p 
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La ecuación z = 16 — y2? + y? en esféricas es r = 16/ (cosy + sin p) 


Ejemplo 6.26 Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de z? + y? = R? y 
x£? +2? = R? Solución 


R 


VR?—r? VR?—r? T 
= JII dzdxdy = / f / dzdydx = a 
S 


-R -VR?=r? -V R?—x? 


Ejemplo 6.27 Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de x? + y? = 1 
( exterior a £? + y? = 1), £? +4? = 4 , (interior aað + 4Y =4)2=0 y 2=4 
fig136 


Solución 
—1 yY4-a? 4 1 -Yi=2? 4 
I= / | dzdxdy = l / I dzdydx + J 1 / dzdydx+ 
yaa 0 7 0 
1 „4-z? 4 2 Via? 4 
+f f | ádydz f f | dayar = 
-1 Az 0 Í ag 0 
27 2 4 27 arctan 1/2 4/ cos p an 7/2 2/sinp 
J| [racarao = 127 = | / f r? sin edragdos | / f r? sin ydrdedð 
0 1 0 0 arctanj z 0 arctan1/21/sinp 


Ejemplo 6.28 Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico r =2 yr = 2y2cosp 
(común) fig137 
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Solución Como r=2 y r=2y2cosp entonces 22c0sp = 2 y de aquí y = 71/14. 
Las ecuaciones r=2 y r= 2 2cosp equivalen a 
Aryr2=4 y 2+y+(2- 12)? =2 
en coordenadas cartesianas, luego 


27 7/2242cos p 


a) sy f] þv singdrdpdo + | | / r? sin pdrdpdð = 


0 7/4 0 
27 V2 y4=r2 
16 
= y! í rdzdrdð = —2r V2 + q" 
0 0 -yI 


Ejercicio 16 


1. Hallar el volúmen del sólido que está entre los cilindros x? + y? = 1, z? + y? = 4, 
27 2 rcos0+2 


2=0 y2=x+2 Respuesta || f  rdzdrdð = 6r 
01 0 


2. Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de las superficies 12+y?*+2 = 2z, 
or T 2cosp 27 1 14HvV1-r? 


z = y£? + y? Respuesta f f f r?singdrdpdð= ff f  rdzdrdð =m 
00 0 00 7 


3. Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de las superficies 1? + y? = 1, 
27 1 2r 


4x? + 4y? = 2? Respuesta 118) $ rdzdrdð = $r 
0 —2r 


4. Hallar el volumen del sólido limitado por el an de las superficies 1? + y? = 1, 
271 0 


z = y 2? + y?, z = 0 Respuesta | J $ rdzdrdð = 5 


=r 


5. Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de las superficies 1? + y? = 1, 
27 1 7 


z = y 1? +y?, z = 0 Respuesta | | frdzdrd0 = án 


000 


6. Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de las superficies 1? + y? = 1,, 
m 1rsinó 


z =0,z =y, y > 0 Respuesta f f f rdzdrd0 = 5 
00 0 


6.2. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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. Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de las superficies £? + y? = z, 


272 4 27 1 4 


z = 1,2 = 4 Respuesta J f frdzdrdo+ f f f rdzdrdð 


1 r2 001 


. Hallar el volúmen del sólido interior a £? + y? + 2? = 4 y exterior £? + y? + 2? = 42 


27 13 2-41? 27 2 Ar? 
Respuesta | f f  rdzdrd0+ ff J rdzdrdð = nr 
AA (I -VI 


. Hallar el volúmen del sólido interior a £? + y? 2? = 4z y exterior z? + y? + 2? = 4 


27 arctan V/3 4 cos p 
Respuesta f f J r?singdrdydð = r ($,3 — Í) 
o 0 2 


Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de las superficies 2? = 4 + r? y 
27 2 VAF? 

la hoja superior del cono 2? = 2r? Respuesta f f | rdzdrd0 =r (Ey2 — 25) 
0 0/2 


Hallar el volúmen del sólido limitado por el gráfico de las superficies r? + 2? = a 
> acos 0 Va2—r2 

dentro del cilindro r =acos0 Respuesta | | |  2rdzdrd0= (ła) (m — 4/3) 

0 0 


27 24- 

Dibujar el sólido cuyo volúmen viene dado por f f í; rdzdrd0 
00 0 
333 

Dibujar el sólido cuyo volúmen viene dado por f f | rdzdðdr 
107 


31 
Dibujar el sólido cuyo volúmen viene dado por f f fr?sin pdrdðdp 
00 


ja 


27secp 


Dibujar el sólido cuyo volúmen viene dado por f f f r?sinpdrdðdp 
0 0 


Ola 


2 4-2y4-2y—x 
Dibujar el sólido cuyo volúmen viene dado por f f f dzdxdy 
00 0 


11-222—x 
Dibujar el sólido cuyo volúmen viene dado por f f f dydzdxw 
o 0 0 
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1222 £? +y? 
18. Dibujar el sólido cuyo volúmen viene dado por f f f  dzdydx 
0. 2 0 


VIV 4-9? 2 
19. Dibujar el sólido cuyo volúmen viene dado por | f fdzdxzdy 
0 y 0 


20. Mostrar que el volúmen del sólido limitado por el gráfico de (1? + y? + 2y = x?4y? 
27 m sing 


viene dado por V = f | f r?singdrdpdð = 47°. 
00 0 
21. Mostrar que el centroide del sólido limitado por el gráfico (1? + y? + 2y = z viene 
dado por (0, 0,7/16). 


22. Hallar el volumen del sólido limitado por z = x? + y?, z = 22? + 2y?, xy = 1, 
zy =4, y = x,y = 5x. ind u = z/ (£? +4?), v = zy, w=y/x (primer octante) 


23. Hallar el volúmen del sólido limitado por 1+Yy+2 = 1, 1+y+2 = 4, 2r+3y+5z = 3, 
2x + 3y + 5z = 5, 4x + 6y + 5z = 1, At + 6y + 5z = 10 


24. Mostrar que el volúmen del sólido limitado por el gráfico de (x + y + 2)Í = xyz 


en el primer octante viene dado por 
7/2 7. /2( cos? 0 sin? O cos? y sin“ p) 
SJ f 4r? (sin? p cos O sin 0 cos p) drdpdð = mg (a = rcos?0 sin? p....) 


0.0 0 


6.3 Centro de masa, centroide y momentos 


Sabemos que si Q es una región del plano su masa viene dada por m(Q) = D-A (densidad 
por área) 
y si Q es un sólido m(Q) = D - V (densidad por volúmen) luego 


m(Q)= | | ole, y)dedy 
Q 


si p(x,y) es la densidad en cualquier punto de Q y 


m(S) = / / T px, y, z\dzdydz 
S 


si p(x, y, z) es la densidad en cualquier punto del sólido 
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Las coordenadas del centro de masa y los momentos vienen dadas por : 


M, 1 M, 1 
T= = — | zp(z, y)dædy ys _ ==> JJ yp(x, y)dxdy 
m mjjp m mjjp 
I, = I y plx,y)dudy, 1, = |! tp(æ,y)drdy, lo = |! (a? -+ y’) p(x, y)dædy = L, +1, 
Q Q Q 
Las coordenadas del centroide vienen dadas por : 


2 1 sn 1 B 
r= | | ee g= 3 | vacas A= ff ácdy 
Q Q Q 


Las coordenadas del centro de masa y los momentos para un sólido S vienen dadas 
por: 
2 1 E 1 2 1 
T= i xzplz, y, z\dzdzdy J= — JII yplz, y, z\dzdzdy Z = — TII zplx, y, 2)dzdxdy 
m m m 
S S S 


15 ||/æ +2 p(x,y,2)dzdydx T,= IES + 2)p(x, y, 2)dzdydx 
S S 
de í f / (2 +99)p(x, y, 2Jdzdyda 
S 


Las coordenadas del centroide del sólido S vienen dadas por : 
E: Sr -1 
T=; |f] cazdray y=; ||] vizdzas z= TEZ 
S S S 


V (volúmen del sólido) 


Ejemplo 6.29 Hallar las coordenadas del centroide de la región limitada por el gráfico 
x? +y? =4, x >0, y>0 fig 138 


figura 130 
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Solución 
2 Via? 7/2 2 
a= | / ayde=r= | | rárdd=r 
0 0 0 0 
2 V4-a? 2 Y4-a? 
f $ ædyda f f ydydz 
z=% 0 — $ —_ 0 0 = 
Va Sar TA iya 81 
f f dydz f f dydz 
0 0 o 0 
2 Y4=a? 2 m/2 
La al / vdydo= | |r sin? Odrd0 
0 0 0 0 


Ejemplo 6.30 Hallar el centro de masa la región Q limitada por el gráfico y = 2 — x? , 
y=x fig 141, sí p(x,y) = a? 


(-2, -2) 


Solución Los puntos de intersección de las curvas son (—2, —2), (1,1) y así 


1 2-2? 
9 
Mz = I yx dzdy -f / ya*dydx = => 
Q 2 r 
1 2-2? 
5 á 18 
M, = Þr dxzdy = x’dydxz = -r 
Q 2 g 
1 2-2? a 
e 2 2 2 il 
m= | f #ardy | | “oa 50 
Q 2 2 
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luego 
—18 
A A A 
ET 
20 


Ejemplo 6.31 Hallar la masa de la región que está fuera del gráfico der =2 y dentro de 
r = 4sin 0, si su densidad es r fig 142 


5776 


figura 142 


Solución Las curvas se cortan en 7/6, 57/6 luego 


57 /6 4sin0 


1 
m = I plæ, y)dædy = Y r.rdrdð = f / r?drdð = -Ón + 1643 
Q Qı 7/6 2 


Ejemplo 6.32 Hallar M, para la región interior del gráfico de r = 1 y dentro de 
r=1+c0s0 si p(r,0) =r 


r= 1+ cos 


x figura 143 
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Solución Las curvas se cortan en 7/2, 37/2 luego 


M, = |! zplæ, y)dædy = fje cos9).rdrdð = 
Q Qı 


7/2 1 37 /2 1+c08 0 157 7 
= | je cos drd + / / rð cosðdrdð = 30 + 3" 
—r/2 0 T/2 0 


Ejemplo 6.33 Hallar la masa, las coordenadas del centro de masa, I», de la región lim- 
itada por los gráficos de z = 4-2, y=0 y=9, z=0 yplzx,y,2) = r? 
figt45 


figura 145 


d—q? 


2 9 

4 

= ||| no. azdydo= | f f a?dadydx = 5i 
S o 0 


d—a? 


2 94 
Myz = TII zp(z, y, 2)dzdydx = 1J / a?dzdydx = 0 

S -=2 0 

TF L 

Mzry = -JJ 2p(z, y, z\dzdydz = I] / za ?dzdydx = —— 
0 0 

TF 1728 

Mu = JII yp(x, y, z\dzdydxz = y! / yx dzdydz = 5 
S 220 0 

g=- Ma 
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2 9 da? 
234 112 
a TII (y? + 2) plz, y, 2)dzdydx = TJ / (y? + 21? dzdydx = os : 
S ^20 0 


Ejemplo 6.34 Hallar la masa del sólido limitado por los gráficos z = „/z? +y? y 
z=% +y’ sipli,y) =2+xy 


Solución si z = y/12? + y? = y/z, entonces z? — z = 0 y z = 0, z = 1 luego z? +y? = 1 


luego 
1 VIr yi?+y 


z | f / sl f / f rad 


=1_y1=22 2a24y? 
27 1 f 1 
= | | (+1 cososins) rdzdrdð = ¿7 
0 0 r2 


Ejemplo 6.35 Hallar las coordenadas del centroide del sólido limitad por los gráficos 
z=% +4% y 2=1 


1 yi=a2 
V= TII dzdydx al f j dzdydx - í Í rasa = br == 
S =1 1-22 að? r2 


Ma = JII zp(x, y, z\dzdydz = TII zdzdydz = Í Í risin = 37 
S S 0 r2 
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luego 
AS al 2/3 
m 
27 11 
fffzxdzdyde | | | (rcosð) rdzdrd0 
E S = 0 0 y2 AN 
e= Tr /2 E Tr /2 di 
or 1 1 
fffydzdydz | | | (rsinð) rdzdrdð 
> S 0 072 
= == = 0 
“ Tr /2 T/2 


Ejercicio 17 


1. Considere el sólido limitado por los gráficos de las superficies £? + z = 4, £ + z = 2, 
y y= 0, y = 3 muestre que 


3 2 4-2? 
V= ff | dzdxdy = + 
0-1 2-x 
3 2 4-2? 27 
My. = f | ædadady= — 
0-1 2-x 4 
3 2 4-2? 
Muy = [| Í zdzdrdy = = 
0—1 2-x 
3 2 4-2? 81 
Mu = |f f ydzdrdy = — 
0-12—-x 4 
(2, y, 7) = Myr Maez Mag) 445 a ta 
E , V , V , y 2? 7 a 2797 5 ai 


2. Considere el sólido limitado por los gráficos de las superficies y? = £, x = z, y 2=1, 
z = 0, p(x, y) = x, muestre que 


A Ho 4 
m= | f fudadedy = = 


—1y20 
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lla 


lix 
My. = Í | fxxdzdidy = f f [x’dzdxdy É 
120 


120 
Liz l1z 

Mzry = $ $ fzxdzdrdy = = $ f fzxdzdudy = == 
-1y2 0 -1y2 0 


Mzz = ff E = ib =0 


—1y20 —1y20 
Mir Mz. Ma = 0 á To í 
(z Y, ) ( á ) ) 2) E E (50 5) 
m m m ez 9 18 
l1z 80 
La = Í [ f(y?+ 4ordzdrdy = 2 
1 ixr 16 
I= f ff(_*+ 4ordzdedy = = 
Se 33 
Lig 152 
I, = f [[ (4? +2? rdzdrdy = 2 


THY 


3. Sea Q la lámina limitada por las gráficas de y = 2?, y = 4, p(x, y) = £ + y entonces 
mostrar que 


24 128 
m= f f (1+y) dydz = a 
292 
24 128 
M, = f fx(x+y)dydz = T 
2972 


2 512 
M, = f fy(x+y) dydx = EA 
2972 


2 4 512 
I,= f fx? (2 +y) dyde = = 
A 21 


2048 512 15872 
n=1,41, 28,5 _ 1587 


Kej 
N 
= 
D 
co 
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4. Considere el sólido limitado por las superficies z = 4 — z? — y? y z = 0, Mostrar 
que las coordenadas del centroide son 


ss Myz Maz May 4 
(2,0, Z) ( V , V ) V ) ( i 3) 


5. Considere el sólido interior a 1?+y?+ 2? = 4z y bajo z = 1, considere p(x, y, z) = y 
hallar las coordenadas del centro de masa y los momentos alrededor de los tres ejes 
coordenados 


6. Considere el sólido interior a £x? + y? + 2? = 4z y superior a z = 1, considere 
p(z,y, 2) = y hallar las coordenadas del centro de masa y los momentos alrededor 
de los tres ejes coordenados 


7. Hallar las coordenadas del centroide de la región limitada por r = 1+c0s0 (5/6) „hallar 
Is 


8. Hallar las coordenadas del centroide de la región limitada por x = y?, —8y = r? 
(9/5, -9/10) 


9. Hallar las coordenadas del centroide de la región limitada por r = 2 cos 0 


10. Hallar las coordenadas del centroide de la región limitada por r = ma primer 
cuadrante (6/5,9/4) 


11. Hallar las coordenadas del centroide de la región limitada por r = 2c080,2 = r?, z = 
0 


12. Hallar las coordenadas del centroide de la región limitada por z = y4— r?, 2 = 1 


13. Hallar las coordenadas del centroide de la región que está fuera del gráfico de r = 2 
y dentro de r = 4sin 0 


Capítulo 7 


Integrales de linea. 


7.1 Introducción 


En este capítulo se hará un tratado completo de lo que es una curva, parametrizaciones de 
algunas curvas, la integral de linea de un campo escalar, la integral de linea de un campo 
vectorial y el teorema de Green. La noción de integración de una función definida en un 
intervalo cerrado [a,b] C R se puede generalizar a la integración de una función definida 
en una curva y por este motivo conoceremos algunas caracteristicas de las curvas 

Sea a: [a,b] > R”, una funcion vectorial talque a(t) = (x(t), xa(t), ..., un (t)) 
entonces 


1. Al conjunto {(t, a(t) / t € [a,b] )} se llama, la gráfica de a 


2. Si a es una función continua en [a,b], la imagen de a se llama curva y a a(t) = 
(21(t), za(t), ..., 2,(t)) una representación paramétrica y su gráfico (el de la imagen 
) se representará por C 


3. Si a'(t) existe para todo t € (a,b) y si a(t) es continua en |a, b] entonces la curva se 
llama regular 


4. La curva se llama regular a trozos (suave o liza), si se puede expresar como la union 
de un número finito de curvas regulares 


5. La curva es cerrada si a(a) = a(b) 


6. La curva es cerrada simple si a(a) = a(b) y si para todo tı, ta E [a,b] tı A ta se 
tiene que a(t1) 4 a(ta) 


7. El sentido positivo de la curva, es el correspondiente a los valores crecientes de t 
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Ejemplo 7.1 Sea a : [0,4] — R? talque a(t) = (t,t?) = (x,y). Si le damos valores 
a t entre 0 y 4 y localizamos estos puntos en el plano xy, se obtendrá el gráfico de y = x? 
para O < x < 4, y se dice que a(t) = (t,t?) es una parametrización de la parábola y = x? 


fig 1 


figura 1 


La curva es regular, regular a trozos, no es cerrada, a(t) = (4—t,(4—t)?) para 0<t<4 
es otra parametrización de la parábola y = 1?, pero su orientación es en sentido 
contrario . 


Ejemplo 7.2 Una parametrización de x? +y? = 1 es a(t) = (cost,sint) = (x,y) , 
O0O<t<2r fig 2 


Y 
x+y =1 
a ít) 
x 
0 t 27 
figura 2 


La curva es regular, regular a trozos, cerrada y cerrada simlpe y a(t) = (cost, — sin t), 
0<t<2r es otra parametrización, pero su orientación es en sentido contrario 


Ejemplo 7.3 Hallar una ecuación paramétrica para el gráfico de x = y?*—1 desde (0, —1) 
hasta (3,2) fig 3 
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Y 
(3, 2) 
x=y -1 
A 
——___ x 
-1 t 2 
figura 3 
(0, -1) 


Solución . Sea y = t entonces x =1?*—1 y así a(t) = (t?—1,t), -1<t<2 y 


B = ((Q-t)?-1,2-t) 0<t<3 es otra parametrización, pero su orientación es 
en sentido contrario 


Ejemplo 7.4 Hallar una ecuación paramétrica para el gráfico de y=4=—x?*, y>0 fig 


4 
Y 
y =4-x 
a(t) 
„ið t 2 (2, 0) (2, 0) * 
figura 4 

Si z=ty=4-t y así a(t) = (t,4-t%) -2<t<2 y si 2 =2-t, 

y = 4 — (2—t)? entonces B(t) = (2 — t,4 — (2 — t)?) 0 < t < 4 es otra parametrización, 


pero con orientación contraria 


Ejemplo 7.5 Hallar parametrizaciones para el segmento de recta que tiene por punto 
inicial (0,2,0) y punto final a (0,2,4). alt) =(0,2,0), O<t< 4, Bt) = (0,2, 4t), 
0<t<1, y(t) = (0,2,2t) 0<t<2 son todas parametrizaciones del segmento de recta 
con la misma orientación yð(t) = (0,2,4—t) 0<t< 4 es otra parametrización del 
segmento de recta, pero con orientación contraria 


2 2 
z 
Ejemplo 7.6 Una parametrización de — + A es xja = cost, y/b = sint, luego 


a b 
a(t) = (acost,bsint) 0<t<2m 
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Ejemplo 7.7 Una parametrización para el segmento de recta que tiene por punto inicial 
AER” y punto final a BER” esa(t) = A+t(B-A) O<t<l fig5 


a (t) 
O, AA 


0 t 1 
figura 5 
Ejemplo 7.8 Una parametrización para el gráfico de x2P+y?/B =1 es a(t) = (cos? t, sin? t) 
0<t<27 


Ejemplo 7.9 Una parametrización para el gráfico de y = f(x) es a(t) = (t ,f(t)) o 
B(t) = (a—t, fla —t)) según sea su orientación 


Ejemplo 7.10 Una parametrización para el gráfico de y = xz? + 4x desde (—4,0) hasta 
(2,12) fig6 es 


Y (2, 12) 


figura 6 


alt) = (t, +40 —4<t<2 ypt) = (3- t, (3 -t +43-t) 1<t<7 


es otra parametrización pero en sentido contrario 
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Ejemplo 7.11 Una parametrización para el gráfico de z = y? en x =2 desde (2,-—1,1) 
hasta (2,2,4) fig 7 


es a(t) = (2,t, t) =I<t<2 y B(0)=0,4=1, (4-0) 2<t<5 
es otra parametrizaciòn con orietaciòn contraria 


Ejemplo 7.12 


a(t) = (V1 — t,t) si-1<t<1 y B(t) = (cost, sint) — 5 <t< 


Ejercicio 18 Mostrar que 

1. w=sect, y= tant es una parametrización de 1? — y? = 1 
„t=24cost y=1+sint es una parametrización de (x — 2)? + (y — 1)? =1 
.a=t+1, y=2t?—t-—1 es una parametrización de y = 2x? — 5x + 2 
r=sint, y=-—2cost 0 <t<7 es una parametrización de z? + y?/4=1,x>0 
t = el, y= 4e% es una parametrización de y = 4r?r > 0 
. x =2t +5, y =3t—7 es una parametrización de 3x — 2y = 29 


x=t?, y=t— 2 es una parametrización de (y +2)? =x,x > 0 


. £= Vt, y=1— t es una parametrización de y = 1 — z?, x > 0 
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7.2 Integral de Linea de campos Escalares 


Para motivar la definición de Integral de linea de un campo escalar, imaginémonos un 
alambre delgado con la forma de una curva regular a trozos C, con extremos A y B fig. 
Supongamos que el alambre tiene una densidad f(x,y) en cada punto (x,y), con f(x, y) 
continua y que x = x(t), y = y(t), para t € [a,b] es una parametrización de C fig 8 


Y B 
c 
(x (t), y (t)) 


Para aproximar la masa del alambre C, consideremos una partición P = (to, tı, tn} 
de [a,b], ésta lleva a una división de C en subarcos P. „P;. Sea (x;,y;) el punto en C 
correspondiente a la imagen por t;, Ax, = T; — 2,1 AY; = Yj — Yj-1, As; la longitud del 
subarco P, „ P,, escojamos un punto (u;,v;) en P, „P; y para cada í evaluemos la función 


en (u;, vi) y multipliquemosla por As; para formar >> f(u;, v;)As;, que es una estimación 


¿=1 
de la masa del alambre fig 9 y para hallar la masa exacta del alambre se hacen infinitas 
particiones es 


As; =a] (Axi)? + (Ay)? 
as = Y (dx)? + (dy)? 


figura 9 Xo Xi 
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decir, 


"00 


lim D f(u; vi) As; = i! f(x, y)ds = masa total del alambre = 


Los momentos vienen dados por 


M, = Í vi(æ.y)ds. M,= fosos y 
C C 


son las coordenadas del centro de masa y en forma análoga si C está en el espacio se tiene 
que si p(x, y, z) es la densidad del alambre entonces la masa y los momentos con respecto 
a los planos están dados por 


m= fo DY z)ds, My font y, z)ds, Mis = Jan y, 2)ds, May = | epla, y,)ds 


Mis Mzz Ms 
a = i ER ; ð son las coordenadas del centro de masa 
m m m 


pe f ea 1 kl f EERE 


son los momentos de inercia alrededor de los ejes. Ahora 


[tend = | feyt t) V (dx)? + (dy) = | tel t))y (dx /dt)? + (dy/dt)?dt 


- Í at | lla'(1)|| dt para a: [a,b] — R. 
De lo anterior se desprende que : 
7.3 Area de un cilindro 


a. Si f(x,y) > 0, entonces |. f(x, y)ds es el área lateral del cilindro que tiene por base la 
curva C y altura f(x,y) fig 10 
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z= f(x, Y) 


figura 10 


ds (ui, v;) 


7.4 Longitud de una curva 


b.Si f(x,y) = 1 entonces la integral 


reas = Jas 


representa la longitud de la curva, es decir, 


b 
Longitud de la curva = ¡E y)ds = fuis = Jas = I [a (t)|| dt 


f xyds 


si C es el contorno del gráfico de y = 1? desde (—1,1) hasta (3,9) fig 11 
Y 


Ejemplo 7.13 Calcular 


(3, 9) 


y = 
(1, 1) 


figura 11 
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AÐ) = (4?) -1<t<3, (9) = (1,2), (Oll = VO TOF = VITE 


fla(t)) = f(t,t?) =t) =t entonces 


3 
1961 
[ruds = | vir Pa = qo 5 y 


[e= fie || át = Í vir - $ 37-1 ln (> 6+ 137) +5V5-7 In (-2 v5) 


es la longitud de la curva 


Ejemplo 7.14 Calcular 


1 Gioi 


si C es el contorno del gráfico de y = v1 — x? desde (1,0) hasta (—1,0) fg 12 


(-1, 0) (1, 0) 
figura 12 


|æ(Ð)|| =1/V2t —t2 fla(t)) = f-t, y1 — (1-1t)?) =1-t+ y1 -(1-t}? 
entonces 


2 


fe + y)ds = fo -t+ Y1-(1-0D0/V2-—P)dt=2 y 
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fa- Í ja = f (v=) dt =1 


es la longitud de la curva. Y si se toma orta parametrización de la curva 


B(t) = (cost,sint) 0O<t<r, P'(t) = (—sint, cost), 


IEI = VEsint)? + (cost)? = V1 = 1, f(B(t)) = f(cost, sint) = cost + sin t 


entonces 


T b T 
fætmas= | (osttsinð -1dt=2 y fe- furona= |a= 
á 0 i a 0 


Con este ejemplo se pretende mostrar que hay que elegir una paramtrización adecuada 
para que el cálculo de la integral sea más fácil 


Ejemplo 7.15 Calcular 
I (x+y + z)ds 


C 


si C es el contorno del segmento de recta que tiene como punto inicial (0,3,0) y como 
punto final (0,3,5) 


Solución 


a(t) = (0,3,0) + t((0,3,5) — (0,3,0)) = (0,3,54) 0 <t < 1, a'(t) = (0,0,5), 


Hll = v (0)? + (0)? + (5)2=5 flalt)) = F(0,3,5t) = 0+3 + 5t 


entonces 


1 
fetu+ad= | 6+5- F y 


E 0 
b 1 
Jas AOS | sat = 5 
E a 0 
es la longitud de la curva, 


Sea B(t), otra parametrización 


B(t) = (0,3,t) 0<t<5,8'(t) = (0,0,1), P'O = v (0)? + (0? + (1)2= v1 =1, 
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Fp(t)) = f(0, 3, t) =3+ 


5 
fiery aas a a 
b 5 
PR hae fra 


entonces 


es longitud de la curva 


Ejemplo 7.16 Calcular 


| vas 


si C es el contorno del cuadrado definido por los ejes coordenados y las rectas x = 1, 
y = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario a las manecillas del reloj fig 13 


Y 


C4 


Cı 
figura 13 


Cy se puede parametrizar de la forma siguiente : 


Ci, a(t) = (t,0) 0<t<1, a) = (1,0), la (t)]|=V1= 1 


Ca, a(t) = (1,1) 1<t<2, ax(t) = (0,1), llaz(t)]| = V1=1 
Cs, as(t) =(3-t,1) 2<t<3, as(t) = (1,0), Jlas(t)]] = V1=1 
Ca, aalt) = (0,41) 3<t<4, a4(t) = (0,1), |jag(Ðl| = V1=1 


y así 


feuis- f yds + | yds + | £ "ys Í a?yds = 
c c1 C2 C3 Ca 
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1 2 3 4 
1 1 5 
foars Jena fe- foa =o Pitsa 
0 1 2 3 


Sin embargo es más práctico considerar las curvas C% completamente independientes 
sin pedir que se definan en intervalos consecutivos y pueden ser que esten definidos o no 
en el mismo intervalo. Por ejemplo, las curvas Cy se puden parametrizar así 


Cr, a(t) = (4,0) 0<t<1, 4 (t) = (1,0), llos (t)1] = V1=1 


Co, (8) = (1,8) 0<t<1, a(t) =(0,1), hOll =vI=1 
(1) =(1-4,1) 0<t<1, abt) = (1,0), lla4(0)I|=vV1=1 


Ca, aalt) =(0,1=t) 0<t<1, ay() = (0,1), aO = vi =1 


C3, ag 


eyds= | ayas + | ego + | ego + Í a*yds 
c1 C2 C3 C4 


1 1 1 


1 
= | oa | at: Jasa | oa = > 
0 0 


0 0 
Ejemplo 7.17 Calcular 


Je +y)ds 


C 


si C es el contorno de la cicunferencia 1? + y? = 4 recorrida una sola vez en sentido 
contrario a las manecillas del reloj fig 14 


d+ y =4 


figura 14 
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Solución 


B(t) = Qcost,2sint) 0<t< 2r, p'(t)= (-2sint, 2cost) 


IE OIl = /(C2sint)? + (2cost)2 = V4 = 2, f(B(t)) = F(2cost, 2sint) = 4 


entonces 


27 
Je + y ds = IK -2dt = 167 
0 


0 xds 


si C es el contorno de la parábola y = x? con la recta y = 2x recorrida una sola vez en 
sentido contrario a las manecillas del reloj fig 15 


Ejemplo 7.18 Calcular 


figura 15 


Solución 
alt) = (t,#) 0<t<2, 0 (t) = (1,28), la Oll] = VI + 4t? 
f(a1(t)) = FEP) =t, a(t) = (1-t,2(1-t)) -1<t<1, a(t) = (-1,-2), 
lall = V1+4= V5, flat) = F(1-t,2(1—t)) =1-t 


y así 


2 1 
1 1 
feas | zds+ | zds= [Trama | (1 - 9v3d= EVT - 74245 
Á A 0 1 
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fe + y)ds 


si C es el contorno de la cicunferencia 1? +y? =4 en z= 3, recorrida una sola vez en 
sentido contrario a las manecillas del reloj fig 16 


Ejemplo 7.19 Calcular 


xX figura 16 


Solución 


B(t) = (2 cost, 2sint,3) 0<t< 2r, B'(t) = (-2sint,2cost, 0), 


IEI = y (—2sint)? + (2cost)? = V4 = 2, F(B(t)) = f(2cost,2sint,3) = 2cost+2sint 


entonces 


(2 cost + 2sint)2dt = 0 


ma 
8 
+ 
= 
a, 
um 
| 
“y 


27 


Jas = | sat = 4r su longitud 


0 


Ejemplo 7.20 Calcular 
/ (x+y + z)ds 


si C es el contorno del segmento de recta desde (4,1,0) hasta (4, —1,0) y luego recorre 
el gráfico de z = 1 — y? desde (4, —1,0) hasta (4,1,0) fig 17 
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a(t) = (4,2 — t, 0) 1 SUS 3, 04 (t) = (0.z.1,0), la Wl = vá 1 
,2-t,0)=4+2-t+0=6-t 
tdi a ie 


= fó6-9d+ [6+t- PTF 


-1 


Jens 


si C es el contorno del gráfico de x? + y? = 2x recorrido en sentido contrario a las 
manecillas del reloj empezando en (2,0) y terminando en (2,0) fig18 


Ejemplo 7.21 Calcular 


Y 


(x-1) + 4-1 


figura 18 
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Solución Si 2? + y? = 2x entonces (x — 1)? +y? =1 y 
alt) = (1 + cost,sint) 0<t<2r g'(t) = (—sint,cost), æ H) =1 


y asi 
2T 


fe-s = f at Y ja (t)|| dt = a cost - sint)dt = 27 
0 
En coordenadas polares la ntegral se calcula así 


r=2cosů y Como gz=rcosĝ, y= rsin 


entonces 
dx = (ðx/Ər)dr + (901x/00)d0 = cos dr — r sin 0d0 
dy = (ðy/ðr)dr + (0y/00)d0 = sin dr + r cos 0d0 
ds = y (dx)? + (dy)? = Y (dr)? + r?(d0)? = yr? + (dr/d0)2d0 
luego 
T/2 
fe — y)ds = | (r cos — rsin 0) y/ (4 cos? 0 + 4sin? 0d0 = 
i —T/2 
T/2 
= I (2 cos 0 cos 0 — 2 cos 0 sin 0)2d0 = 27 
—1/2 


Ejemplo 7.22 Calcular 


/ xds 


si C es el contorno del gráfico de r = 1 — cos0 recorrido en sentido contrario a las 
manecillas del reloj empezando en 0 = 0 y terminando en 0 = 27  figl9 
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r =1-Cosé 


figura 19 


27 
fras = J: cos 9 yr? + (dr/d0)?d0 = fo — cos 0) cos oa — cos0)? + sin? 0d0 = 


0 


27 
fv — 2 cos 0 (cos 9 — cos? 0) dð 
0 


y la longitud es 


27 
| ya — cos 0)? + sin? 0d0 = 8 
0 


Ejercicio 19 Calcular las integrales 


a) fæ-ytayt)ás y b) fris si C es 
c c 


1. El contorno del gráfico de y = |[2x| desde (—1, 2) hasta (1, 2). Una 
parametrización de la curva es a(t) = (t, -2t) -1<t<0, B(t) =(t,2t) O<t<1 


2. El segmento de recta desde (—1, 2) hasta (0, 2) y luego el contorno de y = 2(1 — 1)? 
desde (0, 2) hata (1, 0) 
parametrización de la curva es a(t) = (t,2) —1 < t < 0, B(t) = (t + 1,2t2) 
-1<t<0 
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10. 


11. 


12. 
13. 
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. El contorno del gráfico de |x| +|y| = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario de 


las manecillas del reloj 
parametrización de cada curva es a(t) = (—t,1+t) -1<t<0, B(t) = (-t,1— t) 
te, st 0<6<1 


. El segmento de recta que une (0,0) con (1,0),el contorno del gráfico y 
desde (1,0) hasta ES £) y el contorno del gráfico de y = x desde (2. Ye) hasta 
(0,0). Una parametrización de cada curva es a(t) = (t,0) 0 < t< 1, (t) = 


(cost,sint) 0<t<Z, 4(t) =(=t, +4) —É<t<0 


. El contorno del gráfico de y = z? desde (0,0) hasta (—2, 4) y luego y = z +6 hasta 


(2, 8) Una parametrización de la curva es a(t) = (-t,t%) 0<t<2, 
b) = (1,t+6) -2<t<2, 


. El contorno del trapecio de vértices (0,0), (4,0), (0,3), (1,3) recorrido una sola vez 


en sentido contrario de las manecillas del reloj. Una parametrización de cada curva 
es a(t) = (t,0) 0O<t< 4, B(t) = (4-t,t) 0<t<3, åt) = (-t,3) -1<t<0, 
p(t) = (0, -t) -3<t<0 


. El contorno de los gráficos de y = 1? y y = 8 — x? desde (—1,1) hasta (—1, 1) 


recorrido una sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj. Una parame- 
trización de la curva es a(t) = (t,t), -1<t<2, B(t) = (-t,8- 1%) -2<t<2, 
p(t) = (t,#) -2<t<-1 


. El contorno de los gráficos de los gráficos y = 1,1 +y = 2,y = 0 recorrido una 


sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj. Una parametrización de la 
curva es a(t) = (t,0) 0<t<2, B(t) = (-t,t+2) —2 < t < —1 y(t) = (—t, —t) 
-1<t<0 


. El cotorno de los gráficos de los gráficos x = y?, x = 4 recorrido una sola vez en sen- 


tido contrario de las manecillas del reloj. 
parametrización de la curva es a(t) = (t, —t) —2 < t < 2, B(t) = (4,1) -2<t<2 


El contorno del gráfico de x = y? desde (—1,—1) hasta (1, 1),Una parametrización 
de la curva es a(t) = (t,t) -1<t<1 


El contorno del gráfico que tiene por ecuaciones paramétricas x = 4t — 1, y = 3t+ 1, 
=1<t<1 


Calcular la longitud de las cuvas dadas. Calcular la integral Í. ds para cada curva 


Calcular el área de los cilindros que tienen por altura f(x,y) = 6 y base cada una 
de las curvas dadas. Calcular la integral | 6ds para cada curva 
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14. Hallar el centro de masa de cada alambre del 1 al 10, si la densidad es f(x, y) = 1?y? 


7.5 Integrales de linea de campos vectoriales 


Supongamos que un objeto se mueve a traves de un campo de fuerzas y que en cada 
instante t, tiene una posición a(t) y se encuentra sometido a una fuerza f(a(t)).Cuando 
el objeto se mueve desde un instante a, a un instante b describe una curva C : a(t) = 
x(t)i+y(t)j, con t € [a,b]. Deseamos hallar el trabajo realizado por f a lo largo de la curva 
C. Miremos que sucede en un intervalo corto [t;._1 t,] = [t,t + h] y como una estimación 
del trabajo realizado en este intervalo usaremos  fla(t))-(a(t+h)- a(t)). Al hacer esta 
estimación utilizaremos el vector fuerza en el instante t y sustituimos el camino curvo 
entre a(t) y a(t + h) por el correspondiente segmento rectilineo. Si hacemos que w(t) sea 
el trabajo total realizado hasta el instante t, w(t + h) el trabajo total realizado hasta el 
instante t + h; el trabajo realizado desde el instante t hasta el t+ h, ha de ser la diferencia 
w(t  h) —w(t).Ahora w(t# h) — w(t) = f(a(t))-(a(t+h)- a(t)) y si dividimos por h 
esta expresión y tomamos limite cuando A tiende a 0 se tiene que : 


wr) = im PIO pao) CEA a) y asi 


w'(t) = f(a(t)) - a*(t) e integrando entre a y b esta igualdad se tiene 


Como w(a) = 0 entonces el trabajo total realizado es w(b), es decir, trabajo total 


relizado es 
b b 


w(b) — w(a) = fo (t)dt = J se) -a (t)dt = J -da 
Si 
a(t) = (x(t), y(t)), 0 (t)dt = (dz/dt, dy/dt) dt, f(x, y) = (Plz, y), Q(z, y)) 
y 
Falt), y(t)) = (P(t), y(t)), Qat), y(t)) 
y así 
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luego | íta | Had) -a(dát= | Plæpd +Qle. dy 


En forma análoga se tiene para R*que: 


/ f- da= / Fla(t)) -a (t)dt = 0 P(x,y, 2Jdx + Qlz, y, 2)dy + Rízx, y, 2)dz 
c c c 


7.6 Algunas propiedades. 


i. Sea C una curva regular a trozos, si a(t) es una parametrización de C con dominio [a, b] 
y (t) es otra parametrización de C con dominio [e, d] , si a(t) y B(t) recorren la curva en 


el mismo sentido, entonces 
[taa | #45 
C C 


Si las dos parametrizaciones a y PP recorren la curva en direcciones opuestas, entonces 


í da=- [108 


li. Sean a y b números reales, f(x,y) y g(x,y) dos campos vectoriales entonces 


f Ctto): da=a | fdatb | gda 


iii. Sea f(x,y) un campo vectorial definido sobre una curva C y ésta se puede descom- 


poner en C1, C2, C3 , .., Cn entonces 


ES f-da + f- dat... + f- da 
C Ci 


Ejemplo 7.23 Hallar el trabajo que se necesita para mover una partícula desde el punto 
(0,0) hasta (3,9) a lo largo del gráfico de y = x? si se le aplica una fuerza f(x,y) = 
æi + zyj 
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(3, 9) 


(0, 0) 
figura 21 


Solución . 
a(t) = (t,t) 0<t<3, a(t)=(1,2t), fla(t)) = Jtt) = (4, t) 


luego 


w= þf da= | Ka) | (PP): (1,20dt— 


531 
(P + 2%) dt = Sæ 


iða 


3 3 
531 
f P(zx,y)jdx + Q(z, y)dy = f td + xydy = fes +.20d =. (+ + 24) dt = 7 
c g 
0 0 


ERS 


si C es el contorno del triángulo de vértices (0,0), (1,1), (1,0) con orientación contraria 
a las manecillas de reloj si f(x,y) =(2y?,x—y) fig22 


Ejemplo 7.24 Calcular 


| (1, 1) 


Ca 


(0,0) C (1, 0) 


figura 22 
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Solución Para Ci, a1(t) =(t,0) O0<t<1 ai(t) =(1,0), para C2, as(t) = (1,t) 
0O<t<1  as(t)=(0,1), para C3, ag(t) = (1—t,1-t) O<t<l, as(t) = (-1,-1) 
entonces 


[tdo | fdat | fdas fa 


= f #60) -(1,o)dts (70,000, Ddtt | FQ -61-1 (-1,-1)dt = 


1 1 1 


= f0.9-a00+ (1-0 (0, nátt f (109,0) (1, -Ddt= 


= foa+ Paga fa; 
td 


si C es el contorno de la circunferencia x? + y? = 1 con orientación contraria a las 
manecillas de reloj si flx,y)=(—y/2,1/2) fig 23 


Ejemplo 7.25 Calcular 


figura 23 
a(t) = (cost,sint) 0<t< 2r, a'(t) = (—sint,cost) entonces 


27 


i f-da = IA —y/2)dx+(x1/2)dy = fu sint)/2) . (— sint)+((cost)/2) (cos t))dt 
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Ejemplo 7.26 Calcular 


f xydxz + x2dy + yzdz 
E 


si C es la curva que tiene por ecuación paramétrica xz =t, y=tť,z=¢ 0<t<2. 


Solución 
2 
f xydx + zzdy + yzdz = / (t + 28% + 387) dt = — 
C 
0 


En general el valor de la integral f cJ da depende del camino de integración C, pero 


en ciertos casos el valor de la integral no varia para todos los caminos dentro de una región 
Q, que tienen el mismo punto inicial A y el mismo punto final B. Para estos casos se dice 
que la integral de linea es independiente del camino en Q y se dice que f es conservativo, 
más aun si dado un campo vectorial f, si existe un campo escalar y talque f = Vy en 
Q con ọ continuamente diferenciable entonces el campo vectorial f se dice conservativo 
y a Y la función potencial 


Ejemplo 7.27 f(x,y) = (2xy, 1?) es un campo vectorial conservativo y tiene a p(x, y) = 
z?y como función potencial, pues Vy = f 


Ejemplo 7.28 f(x,y,z) = (2?, y, 2?) es un campo vectorial conservativo y tiene a (£, y, 2) = 
4 


3 2 
= + 5 + a “omo función potencial, pues Vy = f 


Un conjunto S C R”, S abierto, se dice conexo, si dados dos puntos a y b en S, existe 
un camino regular a trozos que une a con b en S. 

Un conjunto S C R”, S abierto, se dice convexo, si dados dos puntos a y b en S, el 
segmento de recta que une a con b está en S. 

Un conjunto S C R”, S abierto, se dice simplemente conexo, si toda curva simple 
cerrada en S encierra solo puntos de S 
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AA JE 


a, b, c son conjuntos conexos y no convexos, d y e son convexos, conexos y simplemente 
conexos 


Ejemplo 7.29 R, R?, R? son conjuntos abiertos conexos, convexos y simplemente conexos 


Ejemplo 7.30 S = {(x,y)/4 < x? + y? < 9) es abierto, conexo, no convexo y no simple- 
mente conexo 


Teorema 1 Si y es un campo escalar diferenciable con Vy continuo en un conjunto 
abierto, conexo S de R”, entonces para dos puntos cualquier a y b unidos por una curva, 
regular a trozos en S se tiene que 


f Vo - da = p(6) — pla) 


recibe el nombre de teorema fundamental del cálculo para integrales de linea 
Ejemplo 7.31 Sea p(x,y) = 3x? + xy — x, V(x, y) = (6r +y — 1,x) = f(x,y), luego si 


C es el segmento de recta que une los puntos (0,0) con (2,3) integral de linea viene dada 
por 


| t-da= | Ve- da = p(2,3) - p(0,0) = 16 
C C 


Teorema 2 Si f es un campo vectorial continuo en un conjunto abierto y conexo S de 
R” entonces las afimaciones siguientes son todas equivalentes: 


f es gradiente de una cierta función potencial en S, si y solo si, la integral de linea de 
f es independiente del camino en $, si y solo si, la integral de linea de f alrededor de toda 
curva simple cerrada regular a trozos contenida en S es cero 
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Teorema 3 Sea f un campo vectorial diferenciable con continuidad en un conjunto S 

abierto convexo (o simplemente conexo)de R". El campo f es un gradiente en S si y solo si 

Di.fj{æ) = D¡fy(x) para cada z en S y k =1,2..n. En R? el campo f es un gradiente 
o 


i ; OP 
en S sí y solo si — = — para cada (x,y) en R?, pues 


Ox Oy 


entonces 


Difilx,y) = Di f(x, y), es decir, - = 
D2f2(x,y) = Dafa(x, y), es decir, > a > 
Dı falx, y) = Dofi(x, y), es decir, E = £ 
Ejemplo 7.32 Sea f(x,y) = (ææ = y) = (P(e, y), Q(e,y)):Como Se = ZE =1 en 


todo R?, que es convexo y abierto, se concluye que f es un gradiente en R? y la integral 
de linea es independiente del camino y que $ f - da = 0 para toda curva cerrada regular 
C 


a trozos que estè en R?. Una forma de hallar la función potencial es : Como f = Vo 
dp dp 06 dp : 

entonces (P,Q) = | —, — | y de aqui = =P, — = Q, luego integrando la primera 
Or dy Ox Oy 


ecuación con respecto a x se tiene 
ee.) = | Pæs)de+ Aliy) = Í (et dr + Aly) = 2/2 + zy + A) 


Op JA 


ðA 
entonces a S decir A(y) = —y?°/2+ k 
y 
luego 
j y? 
plisy) = += 


En forma similar, si escoje la segunda ecuación e integra con respecto a y 
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o OP 

Ejemplo 7.33 Sea f(x,y) = 3z?yi + tðyj como 2e By # yrði 3x? excepto 
T y 

cuando x = 0 o y = 1 se puede concluir que este campo no es gradiente en ningún 


subconjunto abierto de R? 


En R?, El campo f es un gradiente en $ si y solo si 


ðR ƏR ðQ OP ðQ OP 
Oz z’ x  0y'0r  ðy 


para cada (x,y,z) en R3, pues 


Hæ,y, 2) = (filz, y, 2), falæ,y, 2), falx, y, 2)) = (P(x,y, 2), Q(x, y, 2), Rlx, y, 2)) 


entonces SE E 
Difilo, y, 2) = Di fi(x, y, 2), es decir, Tr = A 
0. 0 ð 

Dafalz, y, z) = Dafalz, y, z), es decir, > = 
D3f3lx,y, z) = D3f3lx, y, 2), es decir, ON = ôR 
Oz Oz 

Dı falx, y, 2) = Dafi(x, y, z), es decir, 9Q_0P 

Ox  ðy 

: OR OP 

Difs(æ,y, 2) = D3fi(x, y, 2), es decir, de = z 

OR oQ 


D3 falx, y, z) = Dafalx, y, 2), es decir, Ta 


Ejemplo 7.34 Sea f(x,y,z) = (1%,y, 2%) = (Plz, y, 2), Q(z, y, 2), R(æ,y, 2)). Como las 


laci oQ oP OR OP OR aQ 0 iodo ES 
relaciones — = — = 0, — = — = — = — =0 se cumplen en todo ue 

Ox  ðy "0x z Oy Oz es da 
es abierto y convexo, se tiene que f es un gradiente y la integral Jo f -da es independiente 


del camino y la integral $ f - da = 0 para toda curva cerrada regular a trozos que estè en 
a: 


R3 


Como las relaciones 
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oQ OP ƏR oP OR oQ 

Ox Oy Ox oz Oy Oz 

es abierto y convexo, se tiene que : f es un gradiente, la integral f c Í "da es independiente 

del camino y $ f - da = 0 para toda curva cerrada regular a trozos que esté en R?.Para 
a 


se cumplen en todo R? que 


Op 0p ð 
hallar la función potencial se sabe que f = V¿ entonces (P, Q, R) = ( A 7) 


ðr’ Oy” Oz 
de aquí 
o o o 
ans P, Ta Q, SR luego integrando la primera ecuación con respecto a x 
Ox Oy Oz 
se tiene 


tal: Jrs z\dr+A(y, z) = Jue+y+ade+A(2) = rygtrytr2t A(y, z) 


Op oA oA 
y Jy zz +z + 05 Q = zz + 1 entonces D; 0, es decir (y, z) (z) 


luego 
plz, y,z) = zyz+zxy+zxz2+B(z) 


ð 
pero 2 =1xy+1+ B'(z)= R =xy +2 se concluye que B(2)=k yas 
z 
pl(z,y, zZ) = gzyz+zry+gzrz+k 


y las integrales 


(1,1,1) 


(yz +y + z)dz + (zz + z)dy + (zy + x)dz = (1,1,1) — (0,0,0) =3-0=3 


(0,0,0) 
fi . da az 


C 


si C es cualquier curva simple cerrada regular a trozos en R? 


Ejemplo 7.36 Sea f(x,y,z) = (yz+y+x,024x,xy+x) = (P(x,y, 2), Qu, y, ), R(z, y, 2). 
Como las relaciones 


ðQ = ðP ðR = oP OR 0 
a a a AA la O 


todas en R3, entonces f es no es un gradiente en R? 
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Observaciones . 
i.Si $f -da # 0 para alguna curva cerrada C, entonces f no es un gradiente . 
C 


Si $ f -da = 0 para infinitas curvas cerradas no se deduce necesariamente que f es un 
C 
gradiente, pues se puede comprobar que la integral de linea del campo vectorial f(x,y) = 


(x, xy) es cero para todo circulo con centro en el origen, no obstante este campo no es un 
gradiente . 
ii..Sea S el conjunto de todos los puntos (x, y) # (0,0) en R? y 
o 


=y T i í 
e = i se puede verificar que — = — en $ y sin embargo la 
Fx, y) ro 24) p Sra y g 
integral de linea a lo largo de la circunferncia de radio 1 no es cero, pues a(t) = (cost, sin t) 
a' (t) = (— sin t, cost) 


27 


a 


0 


Observe que S no es convexo 


Sea f(x,y) = Plz, y)i + Q(x,y)j un campo vectorial derivable con continuidad en un 


o oP 
conjunto abierto conexo S del plano y supongamos que alo = — en todo S.Sean C1, Ca 


Ox Oy 


dos curvas simples cerradas regulares a trozos en S que satisfacen las propiedades 
1.C9 está en el interior de C4 
11.Los puntos interiores a C' que son exteriores a C2 pertenecen a S entonces 


$ roda $fd 


Gi C2 


recorriendo ambas curvas en el mismo sentido 


Ejemplo 7.37 Calcular la integral 


f dx í d 
z? + y? É x? + y? 2 
c 


donde C contorno del cuadrado de vértices (2,2), (—2,2), (—2, —2), (2,—2) y S es el 
conjunto de todos los puntos (x,y) # (0,0) en R?. Como 
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og op 
Ox Oy 


en S y sea Chel contorno de la circunferencia de radio 1 fig 24 


(-2,2) 


C3 


(2,2) 


x 
C2 
(2,-2) 
(-2,-2) Cı 
figura 24 


con parametrización a(t) = (cost,sint) a(t) = (— sin t, cost) entonces 


þa au = þ do FR zd y freo a fm t+cos* t)dt = 27 
a 


Ci 0 


Ejercicio 20 Calcular las integrales 
| —ydx+(2+3y%)dy y | ay si C es 
C c 
1. El contorno del gráfico de y = |2x| desde (—1, 2) hasta (1, 2) 


2. El segmento de recta desde (—1, 2) hasta (0, 2) y luego el contorno de y = 2(1 — 1)? 
desde (0,2) hasta (1, 0) 


3. El contorno del gráfico de |x| + |y| = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario 
de las manecillas del reloj 


| 
E 

| 
8 

N 


4. El segmento de recta que une (0,0) con (1,0), el contorno del gráfico y 
desde (1,0) hasta (2, £) y el contorno del gráfico de y = x desde (2 Y 
(0, 0) 
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10. 


11. 


12, 
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. El contorno del gráfico de y = z? desde (0,0) hasta (—2, 4) y luego y = 1 +6 hasta 


(2,8) 


. El contorno del trapecio de vértices (0, 0), (4,0), (1,3), (0, 3) recorrido una sola vez 


en sentido contrario de las manecillas del reloj 


. El contorno de los gráficos de y = 1? y y = 8 — x? desde (—1,1) hasta (—1, 1) 


recorrido una sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj 


. El contorno de los gráficos y = 1,1 +y = 2, y = 0 recorrido una sola vez en sentido 


contrario de las manecillas del reloj 


. El contorno de los gráficos x = y?, x = 4 recorrido una sola vez en sentido contrario 


de las manecillas del reloj 
El contorno del gráficos de x = y? desde (—1,—1) hasta (1, 1) 


El contorno del gráficos que tiene por ecuaciones paramétricas x = 4t— 1, y = 3t+ 1, 
=1<t<1 


Mostrar que 


(1,2) (1,1,1) 
10 
fi y? + 2xy)dx + (x° + 2xy)dy = 6, Í 2xdx + 3y*dy + 42*dz = E 
(0,0) (0,0,0) 
(2,3,4) 


dz = V29 — v3 


[Amare 
0 ta pe T? +Y +H? PA 
1,1,1 


7.7. Teorema de Green 


Sea f(x,y) = Plz, y) + Q[z,y)j un campo vectorial diferenciable con continuidad en 
un abierto S del plano xy y sea C una curva regular a trozos simple cerrada en S y R la 
reunión de C con su interior fig 25 entonces 
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c 


pre y)dz + Q(x, y dy = |! (09 /ða — OP/ðy) dzdy 
R 


Ejemplo 7.38 Ilustrar el teorema de Green si f(x,y) = (-y/2,1/2) = Ple,y)ji + 
Qlx,yj y C es el contorno del cuadrado de vértices (2,2), (-2, 2), (-2,—2), (2, —2) fig 
26 


(-2,2) C3 (2,2) 


(-2,-2) Cı (2,-2) 


figura 26 


Solución Las hipotesis del teorema de Green se cumplen luego 
a. 


J eoioz - opjoy ray = ff ra - cm aran= {ray = | | ána = 1 


R —2 —2 


b Las parametrizaciones para Cy, vienen dadas por 
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(t) =( 2 J= 
a(t) = (2,t) -2<t<2 am (t) = (0, 1) 
ag(t)=(-t,2) -2<t<2 ag(t) = (—1,0) = (dx, dy) 
aa(t)=(—-2,-t) -2<t<2 alt) =(0,1) = (dx,dy) entonces 


pende y)dy = ES 


c 


-d Idy? I dpt 7 e 
$ Lady) dd þ Lay) y + dy 


C2 C3 Ca 


- f (2a emo) as f ($o) a+ f (Benea) dt + dt 


+ (30. 2/20) dt = fær far f a fa = 16 


luego 


c 


f Petro f / (9Q/0x — OP/ðy) drdy 


Ejemplo 7.39 Ilustrar el teorema de Green si f(x,y) = (—xy,y) = P(z, y)itQ(z,y)j 
y C es el contorno del gráfico de y = x? y y=1 en sentido contrario a las manecillas 
del reloj fig 27 


(-1,1) (1, 1) 


figura 27 
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Solución Las hipotesis del teorema de Green se cumplen luego 
a. 


J| eo1ar -opjopariy= ff 0-t=oyaray= ff zdzay= f f zavas =o 


Diga 
b. Las parametrizaciones para C vienen dadas por 

a(t) = (t,t?) -1<t<1  01(t) = (1,2t) = (dz, dy) 

a(t) = (-t,1) -1<t<1 ag(t) = (—1,0) = (dx, dy) entonces 


pre y dx+Q(zx, y dy = $ —cude+ydy = f -zydr+ydy+ þ —xaydxr+ydy = 


c c c1 cg 


—1 —1 


1 1 1 1 
faea) at f (t.(—1) + (1).0) dt = feu- | tat =0 
-1 -1 
luego 


$ Prmde+ Qt = | | (0/0: — ƏP/ðy) dzdy 
g R 
Ejemplo 7.40 Ilustrar el teorema de Green si f(x,y) = yi aj = P(x, yji + Q(z, y)j 
2 
y C es el contorno del gráfico de Z +5 = 1 en sentido contrario a las manecillas 
del reloj fig28 


figura 28 


Solución Las hipótesis del teorema de Green se cumplen luego 


a(t) = (2 cost, V2sin t) O<tŁ<2r alt= (-2 sin t, V2 cos t) = (dx, dy) 
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entonces 
27 
pre y dI+Q(z, y dy = pde rca = / (e sin? t)(—2sin t) + (2 cos t)(v2 cos Ð) dt = 


c 
0 


27 
/ (=a sinë t + 2V2 cos? t) dt = 2112. 
0 


2 VD 

— y = AR £ z = 

I (0)/ðr — OP/0y) dædy = o 2y)dxdy = Í f (1 — 2y)dydx = 
R R -2 yaaa 


2r 1 
/ 1 (1 — 2V2r sin 0)2V2rdrd0 = 2r V2 
0 0 


Ejemplo 7.41 Ilustrar el teorema de Green si f(x,y) = (2y — x°, x+y?) = P(z,y)i+ 
Q(r,y)j y C es el contorno del gráfico de y = 1?, x = y? en sentido contrario a las 
manecillas del reloj fig 29 


(1, 1) 


figura 29 


Las parametrizaciones para Cp vienen dadas por 
a(t) = (t,t) 0<t<1 a(t) = (1,20) =(dx, dy) 
a(t) = (t,t) 0<tŁ<1 a(t) = (2t, 1) = (dz, dy) 


entonces 


f Pdo +Q( y)dy = $ (22 — 22) dx + +) dy+ þ (22y — 22dx + (x +y%) dy = 


C1 C2 
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1 


a I ((26 —1 + (t + t*)2t) at- f ((at* — 28%) + 2t°) dt = a 


3 
0 
1 yz i 
/ (90Q/0x — OP/0y) dædy = jjo — 22)dædy = ffo — 22)dydz = 30 
R R 0 a? 
Ejemplo 7.42 llustrar el teorema de Green si f(x,y) = (—y/2,x/2) = Plz,y)i + 
Qíz,yj y C es el contorno del gráfico de x2+y?=4, a2+y?=1 2=0,y=0, en 


sentido contrario a las manecillas del reloj fig 30 


C3 C> 
xX + y=1 
+ y-4 
Cı 
figura 30 
1 „4-2? 2 yá-a? 7/2 2 


MES al a l w= Í ina = 


Las parametrizaciones para C, vienen dadas por 


ailt) = (t,0) 1<t< 204 (t) = (1,0) = (dx, dy) 
ag(t) = (2cost,2sint) 0<t<r/2 am(t) = (—2sint, 2 cost) = (dx, dy) 
aa(t) =(0, 1) —2<t<-1  os(t) =(0,-1) = (de, dy) 
aalt) = (cost, —sint) —T/2<t<0 ay(t) = (—sint,—cost) = (dx, dy) 
entonces 


$ Blað la $ (—y/2)dx+(2/2)dy = 


C 


= $ (4/2) dc+(/2dy+ $ (-y/2)de+(2/2)dy+ $ (-y/2)dæ+(2/2)dy+ $ (y /2)dc+(/2dy 


7/2 


= Odt+ J 2dt+ Í Odt— j 1/2dt = 
1 


=T /2 
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7.8 Teorema de Green generalizado. 
Sea f(x,y) = Plz, y)i + Q(z, y)j derivable con continuidad en un conjunto abierto y 


conexo S del plano y sea C1C3....C,, curvas simples cerradas en S tales que dos curvas 
cualquiera de ellas no se cortan, CC3....C,, estan en el interior de C y R es el interior de 
C y exterior a C¡C3....C, fig 31 entonces 


Cc 


figura 31 


|| (3 - ar) dxdy = pena + Q(z, y)dy — 2 $ P(x, y)dæ + Q(z, y)dy 


R 


Ejemplo 7.43 Sea f(x,y) = E >) C es el contorno del cuadrado de vértices 


(2,2), (—2, 2), (-2,-2),(2,-2) y Cı el contorno de x? + y? = 1 fig 32 entonces 


Y 
(-2,2) C3 (2,2) 


(2,-2) 
(-2,-2) Cı 
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se mostrará que 


Q - dædy = Pp P(x,y dx +0Q(2,y dy — $ Plz, ydx + Q(z, y) dy 
JI (a | 


c1 


En efecto : 


[| (62%) nt ffau- f fa- f in 1820 


Ahora se evalúan las dos integrales fa ar + Sy — $5 Za + 3 
Ci 


primero hallamos el valor de la integral $ da  $dy. Como 
Ci 


Cı: a(t) = (cost, sint) 0<t<2r g'(t) = (— sint, cost) 


entonces 
27 


Pes jas [Eb no Ena- > | t=x 


0 


Ahora hallamos el valor de la integral $ Hdx+5dy las parametrizaciones del cuadrado 
C 


n T =(t,-2) 0(t)=(1,0) -2<t<2 

Co:oa(t)=(2,) 0aL()=(0,1) -2<t<2 
Cs :01(t) =(-t,2) a4(t)=(-1,0) -2<t<2 
Cara) (20) así) =(0,-1) 22152 

y así 

f Lor ay fato formar faros | (or 1at=16 

C z -2 -2 9 

luego 


—y z —y z 

— — — — — = Í — 
f Far Jay f Lao + Jay 6-71 
C È 
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Ejercicio 21 Verificar la igualdad en el teorema de Green si f(x,y) = [(—y,t) y 


10. 


11. 


12. 


. El segmento de recta que une (0,0) con (1, 0),el contorno del gráfico 


. El contorno del gráfico de |x| + |y| = 1 recorrido una sola vez en sentido contrario 


de las manecillas del reloj Respuesta 4 


ER 


y 
desde (1,0) hasta (L,B) y el contorno del gráfico de y = z desde (Æ 


22 5 2) hasta 
(0,0) recorrido una sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj. Re- 


T 
spuesta % 


. El contorno del trapecio de vértices (0, 0), (4, 0), (1,3), (0,3) recorrido una sola vez 


en sentido contrario de las manecillas del reloj. Respuesta 15 


. El contorno de los gráficos de y = 1? y y = 8 — x*desde (—1,1) hasta (—1,1) 


recorrido una sola vez en sentido contrario de las manecillas del reloj. Respuesta 
128 
3 


. El contorno de los gráficos y = 1,1 +y = 2, y = 0 recorrido una sola vez en sentido 


contrario de las manecillas del reloj. Respuesta 1 


. El contorno de los gráficos de los gráficos z = y?, x = 4 recorrido una sola vez en 


sentido contrario de las manecillas del reloj. Respuesta si 


. Calcular la integral $ e2Sen2ydx + e*"Cos2ydy si C es el camino sobre la gráfica 
c 


de 9(x — 1)? + 4(y — 4)? = 16.Respuesta cero 


. Calcular la integral $(1? + 3y)dx + (2x — eY)dy si es el camino sobre la gráfica de 


C 
9(x — 1)? + 4(y — 4)? = 16.Respuesta == 


. Sea R una región del plano xy, limitada por una curva simple cerrada C, verificar 


que $ zdy = Area de R 
c 


Sea R una región del plano xy, limitada por una curva simple cerrada C, verificar 
que — $ yd = Area de R 
C 


Sea R una region del plano xy, limitada por una curva simple cerrada C, verificar 
que 5 $ zdy — ydx = Area de R 
C 


Verificar 7 = $ z’°dy, Y = yz $ yde 
C C 
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13. Hallar el área del rombo de vértices (6,0), (0,6) , (—6,0), (0, —6).Respuesta 72 


14. Hallar el área de r = 2 cos0.Respuesta T 
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Capítulo 8 


Superficie 


8.1 Intoduccion 


En este capítulo hace un estudio detallado, de lo que es una superficie, sus parameriza- 
ciones, la integral de superficie de un campo escalar, el área de una superficie, la integral 
de superficie de un campo vectorial, el teorema de la Divergencia y el teorema de Stokes. 


8.2 Definición de Superficie 


Una superficie se define como el recorrido de una función diferenciable y, de un subcon- 
junto de R?, en un subconjuto de R?, es decir, 

p:A>B con AC R y BC RÈ y p(u,v) = X(u, v)i + Y (u, v)j + Z(u, v)k 

a p(u,v) = X(u, v)i + Y (u,v)j + Z(u, v)k se dice que es una parametrización de la 
superficie 


8.3 Algunas parametrizaciones. 


1. Una parametrización para el elipsoide 


2 
e +5=1 es 


æð y 
a? b 


c 
(u,v) = (acos usin v, bsin usin v, ccosv) 0O<u<2r 0O<vu<rT 


Como un caso particular si 


PHY +? =a 
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se tiene que 
(u,v) = (acosusinv, asinusinv,acosv) 0O<u<2r,0<vu<T 


es una parametrización para la superficie de la esfera de radio a, 1? + y? + 22 = a? 
2. Una parametrización para la superficie de paraboloide 


z= +y? hasta 2=4 es 
plu, v) = (ucos o, usinv, u?) O0<v<2?m 0<u<2 


3. Una parametrización para la superficie del cono 


z = 4z? +4? hasta z = 4 es 


plu, v) = (ucosv,usinv,u) 0<vu<2r O<u<4 


4. Una parametrización para la superficie del cilindro 


r? +y? =9 desde 2=2 hasta z=4 es 


plu, v) = (3cosv,3sinv,u) 0<vu<2r 2<u<4 


5.En general, si la superficie se puede expresar de la forma z = f(x, y), una parame- 
trización es 


plu,v) = (u,v, f{u,v)) ó plz,y) =(x,y, f(x, y)) 


y si es de la forma x= f(y,z) una parametrización es 


ply, 2) = (f(y, 2), y, 2) 


y si es de la forma y = f(z,z) una parametrización es 


plz, z) = (z, Huy, 2), 2) 


Así, por ejemplo 
a) p(x,y) = (x,y, 1? + y?) es una parametrización de la superficie del paraboloide 
z=r +y 
b) ylz, y) = (2, y, y 1? + 7) es una parametrización la superficie del cono z = 
c) y(x, y) = (x, y, 4) es una parametrización la superficie del plano z = 4 
d.p(x,y) = (æ,y,4 — x — y) es una parametrización la superficie del plano 1+y+z = 4 
e.p(x, y) = (1, y, 1?) es una parametrización de la superficie del cilindro z = z? 
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8.4 Definición de Integral de superficie 


Recordemos que la integral de linea de un campo escalar $ f(x, y,z)ds se definió por 
C 


prens = f at )) lOl at 


siendo ds = ||a'(t)||dt = Cg + (2d = y (da? + (dy)? = yı + (2) de con 
a(t) una parmetrización de la curva C. En forma muy análoga se define la integral de 
superficie ff f(x, y, 2)ds como 


ela) 
Jh reos e= [10 að E 


si p(u, v) es una parametrización de la superficie p(4) 


dudv 


[| teu ff tew) ES taty= [16 (2,9) MN 
(A) proyzy 


af A ap? 
(5) | (5) di 


ó 
Uk (69,2 = | fle (y, z E tedy= ff rewa: i (2) (L) aa 


Óó 


Jaen [facie 


si (x,y) = (x,y, f(2,y)), p(y, 2) = (Hu, 2), 4,2) y plz,2) = (x, f(x, 2), z), son las 
parametrizaciones de las superficies z = f(x,y), x = f(y,2), y =f(1,2) y 


i j k 
9 de _ 1 . of E æ y - 14 Ti of Pao 
Ox Oy 0 1 2 ðr' y’ Xy 
y 


A tyz) yy: | (5) (5) dzdx 
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es decir, 
ds = | A indy = yj: | CA | (55) say 
te = |E x 22| aas ir (EF (22) iaz 
ds =| Ta day= yj: | | | (2L) and: 


8.5 Area de una superficie 
El área de la superficie se calcula por 


Ai 


dudv 


ó por 
Se- [lies {ir (3) (69) 
ó por 
Op - 


Me E ll (5 e 


Jo a ORO 


donde proyxy significa, la proyección de la superficie en el plano xy, como se ilustrará 


en los próximos ejemplos 
f / ds 
(A) 


si p(A) es la superficie del plano tr ys3z = 1 que está en el primer octante fig 34 


Ejemplo 8.1 Calcular 
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figura 34 


Í =p 1 1 /11 


fæ | þa 


(A) 


Se puede calcular el área, proyectando la superficie al plano yz 
y una parametrización de la superficie es 


p(y,2)=(1-y-32,y,2) ds = y1 + (-1)}? + (-3)dydz = Vildydz luego 


1/3 1-32 vi 
|= | 1 Vlldydz = 27 
(A) 0.0 


y en forma análoga se puede calcular el área, proyectando la superficie al plano xz 


Ejemplo 8.2 Calcular 


IES 


(A) 


p(A) es la superficie del paraboloide z = x? + y? hasta z = 9 fig 35 
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figura 35 


pla, a) = (x, yY, xr? + y’) ds = y1 + (20)? + (2y)?dedy = y1 + 4(12 + yð)dædy y 


Fplx,y)) = f (2, y, a? + y) = £z? +y? por lo tanto 


A 
1961 
{Í / (x? +y?) y 1+4(22 + y?) wa- f f, TF Erðdrdð = Án Itir 
3 —y9-r2 


Luego se puede concluir que el área de p( A), la superficie del paraboloide z = z? +4? 
hasta z = 9 viene dada por 


a 2 37 1 
J-j / „1 + 4(2? + y2)dydx = | [rica a (¿va ) 
—=V 9-22 0 


Ejemplo 8.3 Calcular 

fi ttyst 2) 

(A) 
(A) es la superficie del rectángulo que tiene por vértices (0, 0, 0), (2,0, 0), (2,3, 0), (0,3, 0) 
fig 36 
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(0,3, 0) 
Y 


X “12,0, 0) (2,3.0) 


figura 36 


plz, y) = (£,y,0), ds = y1 + (0)? + (0)?dxdy = dudy 
Tipa) = f(2,y,0) =x +y 


entonces 
3 


2 
da = [0 dydx = 15 
0 


Luego se puede concluir que, el área de p( A), de la superficie anterior viene dada por 


2 3 
J| as= | fávio=s 

p(A) LA 
err Dás 
(A) 


p(A) es la superficie de la esfera 1? + yY? + 2? = 9 fig 37 


Ejemplo 8.4 Calcular 


figura 37 
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Una parametrización de la superficie es 


plu, v) = (3 cos usin v, 3sinusinv,3cosv) 0O<u<2r 0O<vu<rT y 


; A ja 
do ð i J 
pa x a —3sinusinv 3cosusinv 0 = 
ðu v | í 
3cosucosv 3sinucosv —3sinu 


= —Yi cos usin? v — 9 (sin usin? v) j—9 (sin? usin v) k cos v — 9 (cos? u COS v) k sin v 


= —9i cos usin? v—9j sin usin? v—9k sin v cosv luego 


[3e ðp 


= 9v sint v cos? u + sinf v sin? u + sin? v cos? v = 9 |sinv| = 9sinv 0<vu<T 


por lo tanto 


y (22 yz -l)ds = )/6cosusmo + osinusinocoso — 1)9 sinv dudv = 
PLA) A 


= / / (54 sin? v cos u + 81 sin usin? v cos v — 9 sin v) dudv = —367 


La integral ff (2x +yz — 1) ds se puede calcular tambien de la foma siguiente, como 
(A) 
z = +,/9 — 2? — y? entonces 


Jj: 2x +yz -— 1) as= jfi 2x + yz — 1) a. 2x + yz — 1) ds 


(A) e1(A) 


con 3 
p(z, y) = (z,y, V g= x? il J) ds; = ————dxdy 
„9 — r? — y? 
PEO E 3 
palz, y) = (2,1, a Qe g? hr 7) ds = ————dxdy 
9 — a? — y? 
luego 


NI 


3 vz 3 
IN 2x+yz=1)d | / (2z +yv9-a =y- 1) dydx+ 
9-12 y? 


(A) 3 -9g-z? 
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9—æ? 


3 
3 

f / (22 - y 9- By 1) —————dydzx = —187 — 187 = —367 

, 9 — q? — y? 


Ejemplo 8.5 El área de la superficie de la esfera x? + y? + 2? =9 vine dada por 


> = Í lata op du a= Á fosado = sin 
i 3 
= | / id =36r=2 | | á ddr = 367 
9 — q? — y? E. =e 


Ejemplo 8.6 Calcular 
f / (zt 2) ds 


(A) 


| 


p(A) la superficie del cilindro x? +y? = 9 desde 2=0 hasta z = 4 y sus dos tapas fig 
38 


figura 38 


y e ae á as ffi T+2 ást f| (a+) ) dsz 


pa (A) p3(A) 
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Una parametrización para la superficie y; (A), 2=4, es y(x, y) = (1,y,4) 


2 2 
es 1 | (3) Aa y0} + (0)?  1dædy = dædy y 


„<a? 27 3 
{era ) ds; = JJ (x +4) Jandy = Í / (œ+4)dyde = | | (reos + 4)rdrdð = 367 
pı(4) 124y2< 9 =3 -y0a? 0 0 


Una parametrización para la superficie p,(A), z = 0, es y(x, y) = (£,y,0) y 


NN E re E 
ds, = 1 | (5) Hldædy = (0) + (0) + ldædy = dædy por tanto 


3 y9-2?2 27 3 
|! (x 2) ds, = |! xadxudy a I adydx = ffe cos 0) rdrd0 = 0 
£a(A) a24o< 9 3-42 o 0 


Una parametrización para (A) la superficie del cilindro es : 


pzlu, v) = (3c0su,3sinu,v) 0O<u<2r O<v<4 y 


3 x 3 =| —3sinu 3cosu 0 | = (3icosu +3 (sinu) j + Ok) 
du ðv 
0 0 1 
entonces 
ð ð 
ds3 = ES P3 y x að dudv = „9 cos? u 9 sin? ududv = 3dudv 


luego 


Jar ) dsz = JK (3cosu + v) tn a j fi (3 cos u + v) dudv = 487 


La integral ff (x+ xz)ds3 se puede tambien calcular de la forma siguiente : Como 
p3(A) 
z? + y? = 9 entonces z = f(y, 2) = +4/9 — y? y asi 


INEA 3 
pay, 2) = (+ 912,42) ES (5) A e 
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y 
34 34 
færð ) dsz =P ft St) ewt] | ( 9- #2) 2 zdzdy = 487 
p3(4) -3 0 y +3 0 v9=y 
a = = a a ds ff x + 2) ds = 367404487 = 847 
e1(A) pala p3(A) 


Ejemplo 8.7 Calcular 
/ f (x +y)ds 
(A) 


(A), las 6 superficies que limitan la caja de vértices 
(0,0, 0), (3, 0,0), (3, 4, 0), (0, 4, 0), (0, 0, 1), (0, 4, 1), (3, 4, 1), (3, 0,1) 


fig 39 


figura 39 
6 
Jferna-3 [frnas, 
(A) kl (A) 


Una parametrización para p,(A) la superficie de la tapa z = 1 es, p,(1,y) = (x,y, 1) 


dsı = Oz a dz a = 1/(0)? + (0)? + 1dzd = dzd 
e Ox Oy as E a 
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luego 
4 


Jfernas, = Í Í armi = 


Una parametrización para (A), la superficie de la tapa inferior z = 0 es, pa(1, y) = 
(zx, y, 0) 


0? IN 2 2 
i= | (25) j (5) | Idædy = (0) + (0) + ldædy = dxdy 


luego 
4 


Ta Í tagið 


pala) 


Una parametrización para p3(4), la superficie de y = f(x, z) =4es, p(x, z) = (x, 4, z) 


2 2 
ds3 = „(Ð | (£) Hldzdz = „(07 + (0) + 1dudz = dædz 


luego 
1 


3 
a SA ) dada = E 
0 


Una parametrización para p,( A), la superficie de y = f(x, z) = 0 es, y4(x, z) = (1,0, z) 


2 2 
ds4 = 2 | (5) - ldxdz = y0} + (0) + 1dadz = dædz 


luego 
1 


3 
feta ) ds4 = MEZE: 
0 0 


p4(A) 


Una parametrización para ps(A),la superficie de x = f(y, z) = 0 es, p(y, 2) = (0, y, z) 


2 2 
dss = 1 | (5) - Idydz = y0} + (0)? + 1dydz = dydz 
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4 1 
Jfernas=f fuizay=s 
es(A) 0 0 


Una parametrización para pg( A), la superficie de r = f(y,z) = 3 es, pg(y,2) = 
(3, y, 2) 


luego 


2 2 
dsg = Je | (5) - 1dydz = y (oy + (0) + 1dydz = dydz 


flærmas= Í formisa=xw 


6 


J e ssy | ætar sa r92 1820 = 133 


k=1 
er (A) 


luego 


entonces 


El área de la superficie del ejemplo anterior es 


(A) (A) 
3 4 3 4 3 3 

- Í fonos Á faros | fastra Á fean | fastra Á farm 
0 0 0 0 0 0 0 


Ejemplo 8.8 Hallar el área de la superficie x? + y? + 2? = 1 que està dentro del cilindro 
2 +y’ = y fig 40 


Se calculará el área de la parte superior y se multiplicará por dos, es decir, como 


z = f(x,y) = y 1-— 2? — y? entonces 


~y OFA FA 1 
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m sinó 


Area=2 || ás=2 ff gp TR 


(A) z?+y?< y 
Ejemplo 8.9 Hallar el área de la superficie del cono z = y 1? + y? cortada por el cilindro 


(£? +y’)? = pla, y) = (sa yx? + 9) 


UY UN e y? 
ds 1 + (5) + 1dxdy (2 En 5) + (2 + 1dxdy = V2dxdy 


#/4 /cos20 
Area=2 | | ds=2 || V3drdy=2v3 | 1 rdrdð = ví 
(A) (A) -7/4 0 


Ejemplo 8.10 Calcular 


f / a2zds 
p(A) 


(A) la superficie del cono z = y/1? + y? que se encuentra entre los planos z = 1 y 
2=2 fig 42 


Una parametrización para la superficie del cono 
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¿=f(0,9) = Við 4 es play) = (x,y, (að +12) y 


= of Í | of | = 2? ) | y? | = 
ds = 1 1 (5) f ldzdy = r? +y? 1 TERT f Idædy = V2dzdy 


luego 


102 
Jferzas= || = vær u= Í | vandinn = 


p(A) proyzy 


kr m 221/22 + y? 2dxdy — |! 22/22 + y? V2drdy = 


224+y2< 4 xa24y2< 1 


102 
Í fús 2/9drdð — Í [ewo 2 /9dr að = Ér 


El área se la superficie anterior es 


A= e Vita | Í ór 150 


proyzy 


I V2dudy— |! Vita Í Í ltr Í Í ina ta 


22+y2< 4 224+y2< 1 
Ejemplo 8.11 Hallar el área de la superficie del paraboloide z = 11 — x? — y? para z > 2 


fig 43 
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figura 43 


Una parametrización para la superficie del paraboloide z = f(x, y) = 11 — 1? — y? es 


p(z, y) = (y, 11 = fr y) 


2 2 
ds = 1 + (5) + 1dxdy = y 4(2? + y?) + 1dxdy 


luego 
3 vV9-22 
|! ds = f y 4(22 + y2) + 1dxdy = | / (y 4(22 + y2) + 1)dydz = 
p(A) a24y2< 9 -3 - „ga? 
27 3 37 1 
Z TJ 4r? + 1rdrd0 = n- 5" 
0 0 


Ejemplo 8.12 Hallar el área de la superficie del cono z = y 1? +y? que está dentro 
de la esfera x? + y? + 2? = 8 fig 44. Una parametrización para la superficie del cono 


z = yx2+ y? es 
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2 2 
p(z, y) = (2, y, y 2? Fy) y ds= 1 + (5) + 1dxdy = V2drdy 


luego 


27 


| f di] PoS 


a24y2S< 4 =2 -y4-x2 0 


2 
V2rdrd0 = 4r v2 
0 


Ejemplo 8.13 Hallar el área de la superficie del paraboloide z = x?+y? que se encuentra 


fuera del cono z = y/12+y? . Como z = y/12+ y? = y/z entonces 2? = z, es decir, 
z= + yO 


x figura 45 


z? — z = 0, luego 2=0y z= 1, entonces x? +y? = 1, es la proyección en el plano 
xy. Una parametrización para la superficie del paraboloide 


z = f(z,y) =z +y" es plz,y)= (z,y s? +y) y 
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ON (0 
ds = 1 + (5) + 1dxdy = y 1 + 4(1? + yð)dædy 


luego 


27 1 
1 
|! ds = f „1 4(2? + yð)dædy = Pfv + 4r?rdrdð = =rv5 -3 
(A) 0 


a24y2< 1 0 
Ejemplo 8.14 Hallar el área de la superficie 
z = V9- r? — y? 


que está dentro del cilindro 


Xx 


Una parametrización para la superficie 


z= f(z, y) = V9- 17y? es 


2 2 
p(x, y) = (2,3, = r? =y) y ds = „(Ð + (5) + 1drdy = ————dydzr 


por lo tanto 


6 


27 1 
3 3 T 
A= || ds= ——drdy = ———rdrdð = ——- 
JJ I /9 — 2? — y? A | | aa 3+24/2 
(A 


z?+y?< 1 
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Ejercicio 22 Aplicar la teoria 


1. Calcular la integral || (zt æ)ds siendo p(A) la superficie del paraboloide 22 = 
(A) 
£? + y? que se encuentra dentro del cilindro z? + y? = 4 y halle el área de p(A) 
27 2 


2 2r 2 
Respuesta f f (5 + Tr cos 0) vr? + 1rdrdð, f { yr? H 1rdrdð. 
0 0 0 0 


2. Calcular la integral ff zds siendo p(A) la superficie del paraboloide z = 9 — a? — 
(A) 
y? que se encuentra dentro del cilindro z? + y? = 2y y halle el área de p(A). 
m 2sin0 i 


T 2sin0 
Respuesta f f (9—r°)v4r?+ 1rdrd0, f f Ẹv4r?+ 1rdrdð. 
0 0 0 0 


3. Calcular la integral ff yds siendo p( A) la superficie del cono z = yz? + y? que está 
(A) 
dentro del paraboloide z = 1?+y? y halle el área de p(A). 
2m 1 27 


1 
spuesta f f (rsinð) V2rdrd0, f f V2rdrd0 
0 0 0 0 


4. Calcular la integral ff zds siendo p(A) la superficie del paraboloide z = x? +y? que 
(A) 
está fuera del cono z = y £? + y? y halle el área de (A). 


27 1 27 1 
spuesta f | r?%,/4r? + Irdrdð, f | V4r?  Irdrdð 
0 0 0 0 
5. Calcular la integral ff (x+y +z)ds siendo (A) la superficie de la esfera 2? 


(A) 
y? +2? = 4 que está dentro del cilindro z? +y? = 1 y halle el área de p( A). Respuesta 


2 
rdrd07 
=R 


2m 1 
| [(ecoso+rsino+vI=7) 
o 0 


27 1 2 Í 
2 2 
dl (r cos0 + rsin0 — V4— 12) a ll 2 a A 


6. Calcular la integral ff ds siendo p(A) la superficie del plano z + y + 2 = 4 que se 
(A) 
4 4—r 
encuentra en el primer octante. Respuesta f f vV3dydx 
0 0 
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10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 
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. Calcular la integral ff ds siendo p(A) la superficie del plano x + y + z = 4 que se 


(A) 
2m 1 


encuentra en el interior del cilindro z? +y? =1 Respuesta f f V3rdrdð. 
0 0 


. Un sólido está limitado por las superficies z = 1,2 = 3 y entre las superficies 


27 2 
4 =1*4y? y 1 = xz? +y’, hallar el área que limita al sólido. Respuesta 2 f f rdrd9+ 
o 1 


127 


. Un sólido esta limitado por la superficie z = 0 y entre las superficies z = 4/4 — 1? — y? 


27 2 


y z = y1- a? — y?, hallar el área que limita al sólido. Respuesta f | rdrdð + 
0 1 


Un sólido esta limitado por las superficies z + y +2 = 40 , 2?+ y? = 1,2 = 0, hallar 
27 1 27 1 27 40—cos t—sin t 


el área que limita al sólido. Respuesta f / rdrdð4 f | V3rdrd0+ f f dtdð 
0 0 0 0 0 0 


Un sólido esta limitado por las superficies z = y/22 + y2, 124 y?*+2? = 8, (interior al 


27 2 2m 2 
cono), hallar el área que limita al sólido. Respuesta f f v2rdrd0+ TSJ rdrdð 
00 00 


8 — y? 


Un sólido esta limitado por las superficies £? +y?+ 2? = 8, 2? = a? 4 y?, (exterior al 
cono), hallar el área que limita al sólido. 
27 2 27 V8 217.2 


spuesta 2 annað | I — sc ærið — 2 T grár 


Un sólido esta limitado por las superficies z = 0, z = l + x z? +y? = 1, hallar el 
27 1 27 1+cos 0 


área que limita al sólido. Respuesta i 7 vV2rdrd0 + f / rdrdð + J i drd0 


Un sólido esta limitado por las superficies z = 4/8 — £? — yYy?, z = yat+y?, 


27 2 27 2 8 


hallar el área que limita al sólido. Respuesta f f yY2rdrd0 + f f rdrdð 
0.0 oo V= 
Un sólido esta limitado por las superficies 1? + y? + z2? = 4, z = 1, para z > 1, 
27 V3 TV3 
hallar el área que limita al sólido. Respuesta J I rdrdð + f f rdrdð 


—p2 
o 0 dr 
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16. Un sólido esta limitado por las superficies 1? + y? + 22? = 4, z = 1, para z < 1, 


277 V3 21 2 4 
hallar el área que limita al sólido. Respuesta f f rdrdð Í f f 7 rdrd0 + 
Sr 0 0 0 0 
Pf srdrdð 
0 „3 RN 


17. Un sólido esta limitado por las superficies £z? + y? + z2? = 25, z = 1, z = 3 , hallar el 
área que limita al sólido 


27 V24 25 27 V24 27 4 
Respuesta f f 55 srdrdð f f rdrd0+ f f rdrdð 
0 4 =r 0 0 0 0 


8.6 Integral de superficie de campos vectoriales. 


Sea y(A) una superficie con parametrización y(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) diferencia- 
ble, definida en una región A del plano uv. nun vector normal unitario a la superficie 
((A) en el punto p(u,v). F : R? — R? un campo vectorial definido y acotado en p(A) 
«Llamamos integral de superficie del campo F sobre (A), a la integral de superficie del 
campo escalar F -n ds sobre p(A), notada y definida por : 


Ex ||ðp 0 
f| Fras- T F( p(u,v)) Jex? W E > dudv 
x Ææ 
(A) A 
si n es un vector normal y unitaro en la dirección de 2e x a 
BK A „2 
Lx SÉ 
o(a) Á 
si n es un vector normal unitaro y opuesto a SE x a 


ó 


Sr ig ð 
F. = F A Ox 2 Pai A d = 


p(A) proyzy 


o o 
= f| Eo) Ex ” 


proyty 
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8.7 Teorema de la divergencia . 
Sea F(x,y,2) = P(x,y, zji + Qlx,y,2)j + Ríz, y, 2)k un campo vectorial diferenciable 


con continuidad en un sólido S cerrado y acotado de R? g(A) la superficie que limita al 
sólido, n un vector normal unitario y exterior a y( A), entonces 


|! F - nds = I F( (u, v)) ce x E dudu = {|| siorazavas 
(A) A S 


Ejemplo 8.15 /lustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = 1i+Yj + 
zk, p(A) la superficie del paraboloide z =x? +y? hasta z=4 y su tapa fig 47 


Y HA 


Se mostrará que 


I F - nds = I DivFdzdydx 
S 


(A) 
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O 
y 
pa) 


1.DivF = sr A 1 +1 +1 = 3 entonces 


27 2 4 


nl DivFdzdydx = JIJ 3dzdydz = j a j dzdydx = a= = 24r 
S 


y 4-2? 124y? 


11.El sólido está imitado por dos superficies, la tapa y; (A) la superficie del plano z = 4 
que esta dentro del paraboloide y y (A) la superficie del paraboloide luego 


J| r ue F. tol ES nads» 


(A) 


Una parametrización para la superficie p (A), z = 4, es y; (x,y) = (x,y,4) y un vector 
normal es n = (0, 0, 1) entonces 


J| nas, = li (x,y, 4 p oayen=]] ( z, y, 4) - (0,0, 1)dxdy 
ı(4) 


2 yia? 
= / f 4dydz = 4 Í Í nia = a 
-2 Vara? 


Otra parametrización para la superficie p (A) es 
pılu, v) = (ucosv,usinv,4) 0O<v<2r 0<u<2 y 
í j k 
— =| cosv sinv 0 |= uk = (0,0, u) 
—usinv ucosv 0 


y la integral 


ill F.nyds, = |! F(p(u,v)) - (0,0, u) dudu = |! F(ucosv, usin v, 4) - (0,0, u) dudv 
A A 


e1(4) 
27 2 
|! (u cosv, usin v, 4) - (0,0, u) dudv = IEZI = 167 
A 0 0 
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na = 


Una parametrización para la superficie (p2(4), es pa[x,y) = (x,y, x° + y?) 


(2x,2y, —1) entonces 
|! F.nods, = (x,y, x’ +y°) (2x, 24, —1)drdy = Jj £, y, 2’ +y) (2x, 2y, —1)dxdy = 


pa(A) 


2 vA-z? 2 
= (23? + 2y? — a? — y? ddr = | T a? + y ste = Í f rðdrdð = 87 


2 irg? 2 Vara? 
Otra parametrización para la superficie p,(A) es 
plu, v) = (ucosv, usin v, u?) 0<v<2 0<u<2. 
dpa _ Opa 2 2 
==2x — = (2u“ cosv, 2u* sin v, —u 
du ðv ( ) 


es es un vector normal y exterior, luego 


I F -nads = I F(ucos v, usin v, u?) - (2u? cos v, 2u? sin v, —u) dudv = 
A 


p2(A) 
Jj ucosv, usin v, U?) - (2u? cos v, 2u’ sin v, —u) ) dudv = SS 


JJF nds= || F. HAR Nads = 16r + 87 = 247 


(A) gı (4) 
Ejemplo 8.16 /lustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y, 2) = zi+yj+ 
zk, p(A) la superficie del cono z = yx? +y? hasta z = 9 y su tapa fig 48 
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|! F - nds = |/ DivFdzdydx 
(A) S 


¡.DivF = SÉ I oR =i H1 +1 = 3 entonces 


Se mostrará que 


9 vV8l-2?2 


9 
|! DivFdzdydx = JII 3dzdydz = 3f / / dzdydz = 3 
S S 


=9 —y81=r2 /x2+y2 


11.El sólido está imitado por dos superficies, la tapa y la del cono luego 


|! F-nds= || Pendsi Í F -nodso 
(A) p1(4) palA) 


pı(A) la superficie del plano z = 9 que esta dentro del cono y py2(4) la superficie del 
cono 

Una parametrización para la superficie p (A) es y(x, y) = (z,y,9), nı = (0,0, 1) 
entonces 


PS nıdsı = | (x,y, 9 )-10.0,drty = ff vð) (0, 0, 1)dxdy 


Sp 


9 9 
a = 7297 
0 


r 


9 y8l=z 27 9 
sJ J 9dydz = of f rárað = 7297 
—9 „grg? 0 0 


Una parametrización para la superficie p,(A) es: 


Y y 
palz, y) = (2,3, V r? +y?) , N2 = ( > 1) 


y12+ y? y 22 + y? 


entonces 


|! F -nadsz = eS (£, Y, y 2? „a? + y?) Didxdy 
Ta? Te 


pa(A) 


A 


—1)dxdy 


T y 
„æð tg? yr FY 
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9 vV8l-a? 27 9 
= Í / (ya? + 3- Vt P)dyde= | | rodrdd = 0 
-9 „Eir 0 0 


luego 


ES nds= || P. nds ff F: Nads = 71297 + 0 = 7297 


p1(4) pala) 


Ejemplo 8.17 llustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y,z) = 1 +Yj + 
zk, p(A) la superficie cerrada limitada por las 6 caras del cubo 0<x<3 0<y<4 
0<z<1 


figura 49 


Se mostrará que 


|! F - nds = 1 DivFdzdydx 
S 


(A) 


1. DivF = Stór tS:=14141=3 entonces 


3 4 1 


|| DivFdzdydx = JII 3dzdydxz = 3 Í | | áayaa = 36 
S S 0 0 


o 
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Una parametrización para yı(A) la superficie de la tapa z = 1 es p,(x,y) = (x,y, 1) 
nı = (0,0, 1) luego 


34 3 
ES nids; = | nun. (0,0, 1)dydr = | | dude = 12 
0 0 0 


p1(4) 


Una parametrización para (A) la superficie z = 0 es pa(x,y) = [(1,y,0) na = 
(0, 0, —1) luego 


3 4 34 
J| F- nado | fno) „0, —1)dydx = | | vaydo=0 
po(A) 0 0 0 0 


Una parametrización para (A) la superficie y = 4 es pz(x,2) = (1,4,2) ng = 
(0, 1,0) luego 


3 30 
MEROS Í [us (0,1,0 pe 
#s(A) 0 0 0 


Una parametrización para p¿(A) la superficie y = 0 es py(1,2) = (1,0,2) ni = 
(0, —1,0) luego 


3 1 3 1 
enn a (0, —1,0)dzdx E en 
p4(A) 0 0 


Una parametrización para ps(A) la superficie x = 3 es ps(y,2) = (3,y,2) ns = 


(1, 0,0) luego 
ES NsdS; = [fono 00d = Í ts = 1 


es(A) 


Una parametrización para pg(A) la superficie x = 0 es pgly,2) = (0,y,2) ns = 
(—1, 0,0) luego 


e nglsg = [foro ooo | friso 
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luego 
6 
J| Fra || ends: =12+0+12+0+12+0=36 


(A) o, (A) 


Ejemplo 8.18 /lustrar el teorema de la divergencia para el campo F(r,y, 2) = 1i+Yj+2k 
, P(A) la superficie del del paraboloide z = 10 — xz? — y? para z > 1 y su tapa 2=1 fig 
50 


Se mostrará que 


|! F - nds = || DivFdzdydx 
S 


(A) 


¡¿DivF = E +54 E = 1141 = 3 entonces 


3 V9-12 10—22—y? 27 3 10-r? E 
I DivFdzdydx = TII 3dzdydz = Ji / dzdydx = sJ) f rdzdrdð = Epi 
S S -3 -9x7 1 00 1 


ii.El sólido está imitado por dos superficies, la tapa y la del paraboloide, luego 


I F-nds= || F-masi+ |] F -nads» 
p1 (A) pa(A) 


(A) 


pı(A) la superficie del plano z = 1 que esta dentro del paraboloide y p,(4) la superficie 
del paraboloide. Una parametrización para la superficie w (A) es y(x, y) = (x,y,1) 
n = (0,0, —1) entonces 
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po nıdsı = IA (x,y,1)- (0,0, —1)dxdy = J (x,y,1) - (0,0, —1)dxdy 
3 vV9-22 
e! 
-3 yz 0 


Una parametrización para pa(A) la superficie z = 10 — z? — y? es (p(x,y) = 


(x,y,10— 2?—y?) ng = (2x, 2y, 1) luego 


|! F-nəds = |! F(x,y, 10—x2?—y?)-(2x, 2y, 1)dxdy = |! (x,y, 10—2?—y?)-(2x, 24, 1)dxdy 


pa(A) 124y2< 9 124y2< 9 
3 vV9-—22 3 27 
261 
(1? + y? + 10)dydx = r(r? + 10)d9dr = = 7 
-3 - ör 0 0 
entonces 
261 243 

J| r nds= || F. nds ff F. nds, = q PRE 
(A) e1(A) PalA) 


Ejemplo 8.19 /lustrar el teorema de la divergencia para el campo F(x,y, 2) = xi+yj+zk 
, p(A) la superficie del plano x +y + z = 9,x = 0 ,y = 0, z = 0 (cerrada) 


2 Y 


figura 51 


Se mostrará que 


338 CAPÍTULO 8. 


|! F - nds = J DivFdzdydx 
S 


(A) 
1.DivF = oe | að | Æ =1 +1+1=3 entonces 
9 9-19-z—y 
|| DivFdzdydx = III 3dzdydz = 3/ f I dzdydx = 
S S 00 0 


ii.El sólido está imitado por cuatro superficies, luego 


JJ Fends= || F. SR pe o. p ir 


pı (4) 


SUPERFICIE 


F. nads, 


sea y; (A) la superficie del plano z = 0. y una parametrización es p, (1, y) = (x, y, 0) 


nı = (0,0, —1), entonces 


9 T 
I F-nıdsı = E (x, y, 0)-(0,0, —1)dydx = i | (œv: 0):(0,0,—1)dyde = 
0 0 


pı (A) proyzy 


Una parametrización para la superficie p,(4), y = 0 es, palx,z) = (x,0,z) y 


na = (0, —1,0) entonces 


Í rea reinos IS a 


pal A) proyxz 


Una parametrización para la superficie p3(4) x = 0 es paly,2) = (0,y,2) ng = 


(—1, 0, 0) entonces 


P3 (A) 


Una parametrización para la superficie p¿( A) rtytz = 9 es py(1, y) = 
na = (1, 1,1) entonces 


9 9—y 9 
1 F -n3dsz = | [01 y, 2) : (—1,0,0)dzdy = / I Odzdy = 
0 0 0 


(1,8008) 


9 9 9- 
J| Fra] [cvs — x — y): (1,1, 1)dxdz = f Í sizas = Z 
p4(A) 0 0 0 0 
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luego 


2 
JI F-nds = JI F. mdsi |f F. .nadoz+ Í | F. Rr | F-nadsa = 0001 


p2(A) p3(A) 


8.8 Teorema de stokes. 


Sea F(x,y, z) = P(x,y, 2)itQ(r,y, 2)j t R(æ, y, 2)k un campo vectorial diferenciable con 
continuidad, definido y acotado en una superficie y(A) no necesariamente cerrada, n un 
vector normal unitario exterior a p(A) y C la curva frontera orientada entonces 


I RotF-nds = 1 (Vx F)-nds = $ Faa = $ Ple, y, dr Ola z\dy+R(z, y, 2)dz 
(A) PLA) C C 


Ejemplo 8.20 Sea F(x,y,z) = (3y, —x2,y2?) (A) la superficie del plano z =3 que 
está dentro del cilindro 1? + y? = 16 fig 52 verifique que : 


f / (Vx F)nds = $ F-da = $ P(x,y, 2)d2+Q(z, y, 2)dy+R(z, y, z)dz = $ 3ydx—uz2dy+y2*d2 
C 


¿(A) C C 


Recuerde que RotF = a e, o — E 29 — A = (z2? +x,0,—z — 3), como 2=3 
entonces n = (0,0, 1).Una parametrización para la superficie z = 3 es y(x, y) = (1, y, 3) 


y i 


peo Fj nds= || #2,0,-2— 3) -nds = ii (9 + x,0, —3 — 3) - (0,0, 1)dady 


(A) 22+y2< 16 
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ii) Una parametrización de la curva C es a(t) = (4cost,4sint,3) 0<t< 2r 
a' (t) = (—4sint, 4cost, 0) entonces 


27 


4 
—6dydx = | | -sráðar = —967 
0 0 


16— z2 


—y16—x2 


27 27 
$ 3udoozdy+ yde = | tasint)(asint)=(4cost)(12cost)+0)dt =— | sat = —967 
c 0 0 
y así 
ES x F)-nds = $ sude — xzdy + yz?dz 
2(A) a 


Ejemplo 8.21 Sea F(x,y,2) = (1,—12,2) = (P,Q, R) , (A) la superficie del plano 
xz +y+z = 1 que se encuentra en el primer octante fig 53, verifique que : 


figura 53 


C C 


(A) 


Recuerde que RotF = E — e, SE — E 29 — e) = (1,0, —2), como + y+z = 1 
entonces n = (1, 1,1).Una parametrización para la superficie es y(x, y) = (1,y,1—x—y) 


y asl 


i) 
ISE P) ends = | | (2,0,-2)-nds= ff (2,0.-(1 = æ y): (1,1, Ddydo = 


(A) (A) proyzy 
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i fæ (1 — x—y))dydx = 0 


ii) La curva frontera de la superficie se descompone en C1, C2,C3 donde una parame- 
trización para la curva C4 es 01 (t) = (0,1 — t,t), 0<t<1 04 (t) = (0, —1,1) y 


1 

1 
$ ado — aady + zdz = ES 3 
Cı 0 


Una parametrización para la curva C es as(t) = (t,0,. 1 —t), 0<t<1 œ (t) = 


(1, 0, —1) y 
1 


$ ado — szdy+ zdz = [@-1+1)dt=0 
Ca 0 
Una parametrización para la curva C3 es ag(t) = (1—t,t,0),)0<t<1 as(t) = 
(-1,1,0) y 
1 1 
$ ado — xzdy + zdz = fo — t)(—1)dt = fe — 1)dt = o 
Ca 0 0 


entonces 


$ ado — xzdy + zdz = $ ado — xzdy + zdz + $ xdx — xzdy + zdz + $ ado — xzdy + zdz 

C Ci Ca C3 
sinse 

Ejemplo 8.22 Sea F(x,y,2) = (1,—22,2), RotF = (x,0,—2z), p(A) la superficie del 

paraboloide z = 10 — x? — y? para z > 1 fig 54, verificar que 


figura 54 
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ISE P) ends = $ ado — zzdy + zdz 


(A) C 


Una parametrización para la superficie del paraboloide z = 10 — q? — y? es 


px, y) a (2, y, 10 — a? — y?) n= (27,2y, 1) 


y así 
i) i (Vx F)-nds = Jft.0.-2 )-nds = J| o —(10—2?—y?)) -(2x, 2y, 1)dydx = 
(A) 2(A) a24y2< 9 
3 vO-a? 3 27 
= / f (2? +x? + y? — 10)dydx = [er cos? 0 + r? — 10)rdðdr = — 
23 L /9z7 0 0 


Una parametrización para la curva frontera de la superficie C es 


a(t) = (3cost,3sint,1), 0<t<2r a'(t)= (-3sint,3cost,0) entonces 
27 


$ ado — xzdy + zdz = iS cost) (sin t) — 9 cos? t)dt = — 


C 0 


ISE F) ends = $ ado — zzdy + zdz 


p(A) G 


y así 


Ejemplo 8.23 Sea 
F(x,y, z) = (z, 12,2), RotF = (z,0,—2), 
(A), la superficie del cono z = y/12+y? hasta z = 3 y su tapa fig 55. Verificar que 


I (V x F) -nds = $ ade — zzdy + zdz 
2(A) 6 
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A Ye 


figura 55 


i) | -nds= [|V x P) mdsi | | (Vx F)- nadsa 


e1(4) p2(A) 


Una parametrización para la superficie p, (A), z = yx? + y? es 


Y yY 
pila, y) = (x,y, V? +y), n=( 5, sl) 
ya +y? yr? +y 
y así 
Jo” )- nds = {ao )-mds1 = 
p1(A) 


= 2,0, —(yz2?+ y?) - T 2 — t= 
= J| Er) e p D 


x?+y?< 9 


27 


3 

2 

= Í / (Ta + væði dydr= | | (roos + r)rdôdr = 27m 
p a VT FY 24 


Una parametrización para la superficie p,(A), z = 3 es 


Pal, y) ES (x, y, 3) na = (0, 0, 1) 


y así 
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FJ (Vx F)- nadsz = J z, 0, —2) - nods = i (x,0,—3) - (0,0, 1)dydz = 


p2(A) xr?+y?< 9 


3 æ 27 


VIA 3 
f il —3dydx = | | -sráðar = —2771 
„/9—z? 0 0 


-3 


luego 


þa hár mdsi + | | (Vx EF) -nads = 277 — 277 = 0 


pala) 


Una parametrización para la curva frontera Cide la tapa es 


ailt) = (3cost,3sint,3), 0<t<2r  a'(t) =(—3sint,3cost, 0) 


27 
$ ado — xzdy + zdz = fa cos t)(sint) — 27 cos? t)dt = —277 


Cı 0 


Una parametrización para la curva frontera C2 del cono es as(t) = (3 cost, 3sin t, 3) 
con orientación contraria a la de C4 0”(t) = (-3sint,3 cost, 0) 


27 
$ ado — t2ðy + zdz = — Jes cost)(sint) — 27 cos?t)dt = 277 


Ca 0 


$ ado — xzdy + zdz = $ ado — xzdy + zdz + $ ado — redytzdz = -271 + 27r = 0 


C Ci Ca 


ISE F) ends = $ ado — zzdy + zdz 


p(A) Ç 


y así 
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Ejemplo 8.24 Sea 


2 


F(x,y, z) = (2.2). Rott = (—1, —1, y), (A) 


la superficie del cilindro a? + y? =1 entrez=0 y 2=4 no cerrada. fig 56 


z 


Verificar que 
a2 
fjv x F) -nds = $ ¿Edo + zdy + zdz 
(A) G 


i) Una parametrización para la superficie del cilindro es y(u, v) = (cosu,sinu,v) 0 


ð ð 
<u<2r O<v<4 Ha x To (cos u, sin u, 0) = n entonces 


ðu v 


Jj (Vx F) na Í fe —1, sin u)-(cos u, sin u tu = Í fi — cos u—sin u)dudu = 0 
PLA) 


ii) La curva frontera C de la superficie 2? + y? = 1 se descompone en 4 curvas, luego 


= Y sy 
$ ar zdy + zdz = $ ar zdy + adz + $ ar + zdy + ada + 
C Cı C2 


E da = fs a T +43 U a 
C3 C3 
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y" y y yr 

$ Fartedyrads- þ a Íetadytædz = $ a Íetadytadz +$ s tetadytædz 
Ca Ca Ci C3 

Una parametrización para la curva frontera Cy es 


a(t) = (cost, sin t,0), 0<Ł<2r a(t) = (—sint, cost, 0) 


Una parametrización para la curva frontera C3 es œ3(t) = (cost, — sin t, 4), O0 < t < 2r 
ag (t) = (— sin t, — cost, 0) entonces 


—q2 ið 
$ art edy red: þ I dr þedytædz = 


2 
Ci C3 
27 2 27 S 
afi > Esintyyar+ f > (— sint) — 4cost)dt =0+0=0 
0 0 


Ejemplo 8.25 Sea 


Flzx,y,2) = (1,-x2,2), RotF = (x,0,—2) 


(A), la superficie de la esfera 1? + y? +2? = 4 fig 57, Verifique que 


figura 57 


ISE F) ends = $ ado — zzdy + zdz 


(4) © 
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í) Como la superficie de la esfera 12+y? +2? =4 es cerrada para calcular la integral 
S[(Vx F) - nds podemos aplicar el teorema de la divergencia, es decir, 
(A) 


p 
ES x F)-nds = 1 Div(RotF)dzdydz = i: Odzdydx = 0 
(A) S S 


ii) Una parametrizión de la superficie esférica es 


(u,v) = (2 cos usin v, 2sinusinv,2cosv) O<u<2?r 0O<uv<rT y 


-—x— = (4cosusin? v, 4sin u sin? v, 4cos v sin v) 
v 


es un vector normal y exterior a p( A) entonces 


27 T 
ISE F)-nds = {Je cos usin v,0, —2 cosv)-(4 cos usin? v, 4 sin u sin“ v, 4 cos v sin v)dvdu = 
0 0 


PA) 
27 T 
= | fe cos? usin? v — 8 sin v cos? v)dudu = 0 
0 0 


iii) La superficie de la esfera £? + y? +2? = 4 se puede descomponer en dos 
superficies z = +4/4— x? — y? , luego sea y; (A) la superficie de z = /4— z? — y? y 


PALA) z = —1y/4— x? — y? entonces 


ASES F)onds= Í | (Vx P) mudo + || (Vx F) -nodso 
(A) gı (4) p2(A) 


Una parametrización para la superficie p,(A) es 


plz, y) =(x,y, Y4— 2? — y?), n ze 4 1) 


Ma S 


y así 


a) 
ASES F) «mudo, = | | (0,0,-2) -mds = 


o (A) er(A) 
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= f| (00 VAR y 


, au 
LEAR ER A 
a24y?< 4 y Að Y ja 
2 4—g2 á 24 
= Í / VE mir 07 Í Í Gas 2% 4 = ðyrdðdr = 0 
2 > H a E 


Una parametrización para la superficie p,(A) es 


L y 
z, y) = (z, Y, -/4— £? — y?), n= , ,—1 
palo, y) = (£, Y, =V y?) Ar MER ) 


y así 
eno F) - nads, = JJe —2) - nods = 
p2(4) 
y 
= |! (2,0, y4— z? — y?) A ,=1)dydx = 
TR AEREA 

224y2< 4 e A y dd Y 
2 4—g2 29 
=l | — „4 — æð — y?) mas- Í [E a V4 — r?)rdddr = 0 

VE A-r 

ða 


) Una parametrización para la curva frontera Cde la superficie z = y/4 — z? — y? es 
a(t) = (2cost,2sint,0),0<t<2r (t) = (— 


(-2sint,2cost,0) y una parametrización 
para la curva frontera C de la superficie z = —/4 — 2? — y? es as(t) = (2 cost, 2sin t, 0) 
a'(t) = (- 


(—2sin t, 2cost, 0, ) con orientación en sentido contrario a C4, luego 


$ ado — xzdy + zdz = pato — zzdy + zdz + $ ado — xzdy + zdz = 


C Ci Ca 


= pudo — szdy + zdz — $ zde — azdy + zdz =0 


Ci Cı 
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Ejemplo 8.26 Sea F(x,y,2) = (1,—x2,2), RotF = (x,0,—z), p(A) la superficie del 
paraboloide z = z? +y? entre 2=1y z=9 y sus tapas fig 59, verificar que 


f (V x F) -nds = $ ado — zzdy + zdz 
(A) C 


figura 59 


Como la superficie es cerrada, para calcular ff(Vx F) nds podemos aplicar el 
(A) 
teorema de la divergencia, es decir, 


y (xr) el Rao | [ost 
(A) 
b) 
a ‘nds = | | (Vx P) mdsi [ (7 x F) ‘mads + Í | (Vx F)-n3dsz 
p1(4) pa(A) pala) 


Una parametrización para la superficie p,(4),2 = 9 es p,(1,y) = (1,y,9) n = 
(0, 0, y así 


pu F):mdsı= [f(0,0,-2) más = ff (2,0,-9)-(0,0, dudo = 


e1(A) a24y2< 9 
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ii) Una parametrización para la superficie p,(A),2 =1 es yal, y) = (1,y,1) na = 
(0,0,—1) y asi 


Jj (Vx F) -nadsz = Jer: ) - nadsa = UE (2,0, —1) - (0,0, —1)dydx = 


pa(A) 224y2< 1 
1 vIr 1 2r 
/ i dydx = | | raðar = 
-1_Vi2 0 0 


iii) Una parametrización para la superficie p(A), 2 = zr? + y? es glz, y) = 
(£, y, £ T y’) n3 = (2x, 2y, Á) y así 


Jj (Vx F) -nzdsz = JI x,0,—z)-n3dsz = |! (x,0, —(1?+y?)) (2x, 24, —1)dydx = 


pa(A) 1<224y2< 9 


27 


3 
= fer cos” 0 + r?)rd0dr = 807 
0 


1 


luego 
JR F) að F) mds + || (Vx) nds, | (V x F)-ngdss 
pa(A) es(A) 
= —8lr +r + 80r = 0 
d) 
f zdr- azdy + zdz = $ F -da= $ Fdo, + þ F -doa + $ F-das+ $ F. dost 
C C Ci C2 C3 Ca 


JFdas+ | Paos 
Ce 


C5 


Ci: r? +y =9 en z = 9, a(t) = (3cost,3sint,9) 0 <t < 2m a(t) 
(—3 sin t, 3 cos t, 0) 
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C2 : £? +Y? =9 en z =9 ay(t)=(3cost,3sint,9) a(t) = (—3sint, 3 cost, 0) 
sentido contrario a Cy 

C3: 224+y?=1 en z =1 ag(t) = (cost,sint,1) 0<t < 27 a(t) = (—sint, cost, 0) 

Ca: 124+y?=1 en z =1 a(t) = (cost,sint,1) 04(t) = (—sint, tis (0) sentido 
contrario a C3, Cs y Cg sus integrales se anulan ( recorren el mismo camino en sentido 
contrario) así 


27 27 


fedr — xzdy + zdz = / (—9 cos tsin t — 81 cos? t) dt — / (—9 cos tsin t — 81 cos? t) dt 


27 27 


+ f C costsint- cost) dt— f (-costsint — cos? t) átt | P-das- | F-das=0 
0 0 Cs Cs 
luego 


1 (V x F) ends = $ ado — szdy + zdz 


(4) © 


Ejemplo 8.27 Sea F(x,y,z) = (=É, 2,2), RotF = (-1,-1,y) y C es la curva de 
intersección del paraboloide z = x? + y? con el plano z = 2y, verificar que 


2,2 
ISE F)onds= $ > dz - zdy + zdz 
(A) a 


i) Una parametrización para la superficie p(A),2 = 2y es (x,y) = (z,y,2y) y 
n= (0, —2, 1) y 


eli is J AAN De |! Bj 


224+(y-1)?< 1 224+(y-1)2< 1 


m 2sin0 
| (2 + rsinð)rdrdð = 31. 
o 0 
ii) La ecuación z? + y? — 2y = 0 equivale a z? + (y — 1)? = 1 y así a(t) = (cost, 1 + 
sint,2+2sint) 0'(t) = (—sint,cost,2cost) 0 <t< 21 y 
27 


— 1 : py? 
f Y doy zdy + xdz = [CEE sint) + (24 2sint) cost + 2cos?t)dt = ör 


C 0 
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2 
Ejemplo 8.28 Sea F(x,y, 2) = e x), RotF = (-1,—1,y) y C es la curva de 


intersección del plano y+2=1 y el elipsoide 2x? + y? + 2? = 1, verificar que 


ER 
f (V x F):nds= þ Ldr - zdy + zdz 
ð 


í) Como 22?Hy? 2? =1y y+2= 1 entonces la curva de intersección es 1? + y? = y, 
es decir, x? + (y — 1/2)? = 1/4. 

Una parametrización para la superficie p(4),y +z = 1 es y(z,y) = (1,y,1 — y) 
n = (0,1,1) 


JI (Vx F)-nds = I (—1,—1,y)- (0, 1, 1)dydz = J) (y — l)dydz = 
x?+(y—1/2)?< 1/4 22+(y-1/2)2< 1/4 


T sinó 27 1/2 
I i (rsinð —1)rdrdð = | f (1/2) +rsin0 — 1) rardo = -$r 
0.0 0.0 


ii) La ecuación z? + y? — y = 0 equivale a 2? + (y — 1/2? = 1/4 y así a(t) = 


(et > siat l i siat) a'(t) = (int cost cost) 0<t<2r y 


27 . 
(i + $} —sint 1 sint cost cost cott 


f ao t edy rada = fe AR o a e O E ls 


C 0 


E sin?t  sinót  cos?t á 1 
y Sr 
4 8 

0 


Ejemplo 8.29 Sea F(r,y,2) = (3y, —z2z, yz?) (A) la superficie del plano y+ z = 30 
que está dentro del cilindro x? + y? = 16 fig 62, verifique que : 


f (Vx F)-nds = $ Eda = $ Plesy z\dr+Q(z,y,z\dy+R(z,y,z)dz = $ 3udr-zzdy+y2?dz 
c c 


— (OR 0Q OP ƏR 9Q OP, 
RotF (a ao a gp) 
n = (0,1,1) 


Una parametrizaciòn para la superficie y + z = 30 es p(z,y) = (z, y,30 — y) y así 


(z2? +x,0,—z — 3), como y+ z = 30 entonces 
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i) 
IGE F)-nds = J| zo —2-3)"nds = J ((30—y)*+x, 0, y-30—3)-(0, 1, 1) dxdy = 


(A) (A) x?+y?< 16 
4 y16-22 
a J (y — 33)dydx = jj (r sin 0 — 33)rdðdr = —5287 
4 - Y 16-12 0 


ii) Una parametrización de la curva C es a(t) = (4cos t, 4sint,30—4sint) 0<t< 27 
a' (t) = (-4sint,4cost, —4 cost) entonces 


$ 3ydx — x2dy + yz dz = 
c 


27 


feu sin t)(—4sin t)— (4 cos t)(30—4 sin t) (4 cos t)+(4sin t)(30—4sin t)” (—4 cos t))dt = —5287 
0 
y así 


ES Kass $ avda — azdy + yz2dz = —5287 
WA) ð 


Ejemplo 8.30 Sea F(r,y,2) = (3y, —2,yz?), S el sólido limitado por las superficies 


2=1-Yy4, 2=0, 1=0,1=1, entonces, verificar las igualdades 


|! F- Hal DivFdzdydx y 


(A) 
f (Vx F)-nds = $ Pey z\dr+Q(z,y,z)dy +R(zx, y, z)dz = $ budr- szdy+y2”dz 
C C 
En efecto : La 
divF = 2y2 
í OR... aQ ðP ƏR ðQ - OP 
E T Oz ðz ðr’ ðr Sa (e 
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Entonces 


1 1-4? 


1 yY 
J DivFdzdydx = J 2yzdzdydr = 1) I 2yzdzdydr = 0 
S S 0 


0 —1 


Ahora la integral 


J F-nds= || Pemdsi || F-mdsa+ Í F-mdss+ || F -nadsz = 
(A) pı (A) p2(A) e p3(A) 


Jj 3y, —x(1— 4°), ya -1P (0, dde + | / (3y, 0, yz?) e (—1,0,0)dzdy+ 


1 1-y? A la 
* Í f (3y, —z, yz?) e (1,0,0Jdzdy + Í f (39,0,0) e (0,0, —1)dydz = 0 
—1 0 0 —1 


i F-nds= || DivFdzdydx 
p(A) S 
Ahora 
n F). nds = |f ( (Vx F)- y mas |f (Vx F)- a! (Vx EF) -n3ds3+ 


pra) pa(A) 


por tanto 


/ (V X F) - nads4 = 0 
p4(A) 


1 1 


JJC- +z,0,—(1 — y”) — 3)e(0, 2y, 1) niej J e 0, —z — 3)e(—1,0,0)dzdy+ 


0 = 


jfi z? +1,0, a EEE 
0 —1 


FRIÐA = $ 3udr-zdy+y2®dz+ $ 3yde—ezdy+yz?dz+ o 3ydx—xuzdy+yz*d2+ 
C Cı Ca C3 
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$ 3ydr-zzdy+y2*dz+ $ ayda-æadytyðdsr þ 3yde-rzdy+yz?dz+ $ 3ydx—x2dy+y2*dz+ 
Ca C5 C6 C7 


+ $ 3ydx — xzdy + yz?dz + f udr — zzdy + yz°dz + f 3ydx — xzdy + yz’dz+ 
Cs Co Cio 


$ 3ydx — xzdy + yz?dz + $ 3ydx — xzdy + yzdz=0 ya que 
Qi1 C12 
Ahora 
$ var — xzdy  yzðdz = — $ 3ydx — xzdy + yz?dz 
Ci Cs 


$ uar — xzdy + yz"dz = — $ 3ydx — xzdy + yz?dz 
Ca Ci2 


$ uz — xzdy  yzðdz = — $ 3ydx — xzdy + yz?dz 
C3 C7 


f uar — xzdy + yz2dz = — $ 3ydx — xzdy + yz?dz 
Ca Cio 


$ var — tæðy + yz?dz = — $ 3ydx — xzdy + yz?dz 
C6 Ci 


$ uar — xzdy  yzðdz = — $ 3ydx — xzdy + yz?dz 
C8 C9 


las parametrizaciones de cada curva son 


a(t) = (—t,1,0) —1<t<0,  ax(t) =(0,-t,1-t?%) -1<t<1 


, aœslt)=(0,t,0) —1<t<1 


t<1 
(—t,-1,0) -1<t<0, ag(t) = (1,-t,0) -1< 


ar(t) = t t<1 
ag(t) = (1,t,0) —1<Ł<1, @wlt) = (1,=+,1=4) =1<t<1 
a1(t) = (0,—t,0) —1<Ł<1,  ox2(t) =(0,#, 1-#) -1<t<1 


Observe las figuras para las parametrizaciones 
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Ejercicio 23 


J: 


Considere el sólido limitado por las superficies z = 1 — z?, z = 0,y = —2 ,y = 2 y 
F(x,y, z) = (zz, y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el de Stokes 


. Considere el sólido limitado por las superficies z =1—y,2=0,1=2,y=0,1=0 


y Flx,y, 2) = (2x1, y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el de Stokes 


. Considere el sólido limitado por las superficies z = 16 — y/1?+y? y el plano 


2=7 y Flzx,y,z) = (zz, y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el de 
Stokes 


. Considere el sólido limitado por las superficies z = —-1/1? + y? y el plano z = —7 


y Flx,y, 2) = (2x1, y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el de Stokes 


. Calcular ff F-nds si p(A) es la superficie de la esfera (1—3)?+(y-1)%+(2-2)? = 9 
Á) 


el 
27 


T 3 
y F(z,y,z)= (2x +3z,—xz +3z,y⁄? +22). Respuesta 4 f f fr?*sin pdrdpdð 
000 


. calcular $ 3ydx — uzdy + yz?dz si C es la curva de intersección del plano z +2 = 10 


C 
27 1 


con el cilindro z? + y? = 1 Respuesta f f((10—rcos0) + 2r cos 0 — 13)rdrdð 
0 0 


. Considere el sólido limitado por las superficies 1? + y? = 4 , y los planos z = 1 y 


z = 9 F(x,y,2) = (3y, —xz, yz?) para que ilustre el teorema de la Divergencia y el 
de Stokes 


. Considere el sólido limitado por las superficies z = 9 — z? — y?, x? +y? =4 y el 


plano z = 1 F(x,y,z) = (3y, —1z, yz?) para que ilustre el teorema de la Divergencia 
y el de Stokes 


8.8. 


10. 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 
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. calcular $ 3ydz — zzdy + yz4dz si C es la curva x = cost, y = sint, z = cost + sin t 


C 
27 1 


0 <t < 27 Respuesta f f(— (rcos0 +rsin0) +rsin0  3)rdrdð 
0 0 


Ilustre el terema de Stokes con el campo F(x,y,z) = 3yi — tz} + yk. si p(A) 
es la superficie del plano x + z = 30 que se encuentra en el interior del cilindro 


Ilustre el terema de Stokes con el campo F(x,y,z) = 3yi— zzj  yr?k. si p(A) es 
la superficie z = 9 — z? — y? que se encuentra en el interior de cilindro z? + y? = 1 


Considere el sólido limitdo por la superficies  =0,2=4,1=0,17=1,y=0,y=4, 
e ilustre el terema de la Divergencia y el teorema de Stokes con el campo F (z, y, z) = 
3yi — 123 + yz%k. 


Considere el sólido limitdo por la superficies, z = 4— z?, z = 0, xz = 0, y = 0, y = 3, e 
ilustre el terema de la divergencia y el teorema de Stokes con el campo F(x, y, 2) = 
3yi — 223 + yz?k. 

Considere el sólido limitdo por la superficies, £? + y? + 22 = 36,2 = 1,2 = 3 


lo 


ilustre el terema de la Divergencia y el teorema de Stokes con el campo F(x,y, z) 
3672 


27 „27 27 „35 
3yi —æzjtyr?k Respuesta f f fo sin0zdzdrd0+ f f / 2rr sin 0zdzdrd0 
0 0 0/27 


Considere el sólido limitdo por la superficies, y = 12?,2 = 0,2 = 3,y = 2 e ilustre 
el terema de la Divergencia y el teorema de Stokes con el campo F(x,y, z) = 3yi — 
x2j + y2k. 


Considere el sólido limitdo por la superficies, z = 1 — „/1 — z? — y2 ,z = 1, e 
ilustre el terema de la Divergencia y el teorema de Stokes con el campo F(z, y, 2) = 
27 1 
3yi — tzj + yz?k. Respuesta f f 2rr sin 0zdzdrd0 
0 0 


1-y1=r2 


Calcular $ 3ydx — uzdy + yz?dz si C es la curva 1? + y? = 1, en z = 1 en sentido 
C 


27 1 

contrario al movimiento de las manecillas del reloj Respuesta. — f f4rdrdð o 
0 0 

a(t) = (cost,sint,1) 0 <t < 2r 
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18 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 
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Calcular $ 3ydx — vedy + yz?dz si C es la curva , |z| + |y| = 1 en z = 1 y en sentido 
c 


11 

contrario al movimiento de las manecillas del reloj. Respuesta. — f f 2dudv o 
Siei 

or) = (—t,1+¢,1)— 1 < t < 0, œx(t) = (—t,1-¢,1) 0 < £ < 1, a3(t) = 

(t,—t— 1,1) —1 < t < 0,a4(t) = (t,t—1,1) 0 < t < 1 y calcule las cuatro 

integrales de linea 


Calcular $ 3ydx — xzdy+yz*dz si C es el contorno del rectangulo de vértices (0,0,0), 


C 
(0,0,1), (1,0,1),(1,0,0),(0,0,0) en sentido contrario al movimiento de las manecillas 
del reloj. Respuesta cero 


Considere el sólido limitado por las superficies z = 16 — y/22+y?, £? + y? = 47, 
z = 0 y, calcular ff F -nds para el el campo F(x,y, 2) = 1i+yj + zk. Respuesta 


(A) 
7 16—r 
z 4cos0 
S | I 3rdzdrd0 
-r 0 
2 0 


Un sólido esta limitado por las superficies 1? + y?+ 2? = 8, 2? = 2? + y?, (exterior 
al cono),calcular ff F - nds para el el campo F(x, y, 2) = vi + yj + zk.Respuesta 
(A) 
m2 f 27 /8 A 
ff |3rdzdrdd+ f f / 3rdzdrdð 
0 0 0 2 
E = 


r = 


F 


Considere el sólido limitado por las superficies z = 16 — y/12+Yy? y £? +y? = 2y 


el plano z = 0 y F(z,y,z) = (x,y, z) para que ilustre el teorema de la Divergencia 


16—r 
T 2sinð 


y el de Stokes. Respuesta f f 3rdzdrd0 
0 0 


Considere el sólido limitdo por la superficies, 12+y?*+2? =4z,2 = 1 z < 1. Calcular 


1 
27 V3 
ff E-nds para el el campo F(z,y, 2) = ri+yj+2zk. Respuesta f f 3rdzdrdð 
(A) 0.0 


2—y4=r2 
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